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RÉDUCTION 

wt 

INTÉ6RALËS DÉFINIES GÉNÉRALES 

ET APPLICATION Di: CES FORMULES AU GA8, 
QUE F («) A UN fACI£U& SE LA FO&ME Sm,'* «m Cttfis. 

r«it 

fi J M R E S S DE H J A H. 

I. DÉUONSTJUTiON DE QUELQUES ÏUÉOEÈMËS GÉNÉRAUX. 

I. Fmmiî toulea les méthodes diflérenles, que Ton a îmagiDées et appliquées 

à révaluation des intégrales définies, il y en a auxquelles le développement 
en série sert de basp: f>\ parmi celles-ci de nouteau^ l'on distingue la sui« 
vante, qui est assez cunnuc. 

Après avoir développé un facteur quelconque de la fonction à intégrer dans 
une série^ cette foDCtion se trouve elle-même développée dans une telle série; 
lorsque donc on prend Tinlégrale de celle fonction, on aura une série d'in-* 
tégrales partielles, ou lieu de l'intégrale de la série elle-même, rominc un 
des premiers théorèmes de la Uu-orie des fonctions nous l'apprend. Dans le 
cas que toutes ces intégrales parliuiies, qui en général se (rouverunl être 
pour la plupart ou même toutes d'une même forme^ sont eonnœs, on connaît 
par suite ausn Tintégrale cherchée; mais cette valeur a en g^ral fai forme 
d*iiiH série, ei ne se présente sous forme finie que dans quelques cas spé- 
ciaux; néanmoins la première forme peut aussi offrir ses avantages particuliers. 

15 
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XÉOVCTIOll DES tUrfEGRALES DÊFIIIIES «ÉHÉRALES. 
On peut appliquer cette méthode a l'intégrale définie générale 

loiîMju'uiic (les fondions, par exemple 9 {x), esl développabic dans une série, 
dont les tonnes dépoiulcnl des Cusinos ûu des Sinus des multiples successifs 
de la variable, c'est-ù-dirc, lorsqu'on a: 

e « 
f , M » A« -I- SAmCoi.nêx au Ti (*) SBm^ naxi *) .... (a) 

t I 

car alors l'intégrale 1 cunbiî>iu dans une .série de termes, qui auront la forme 

a a 

et l'on a, en désignant notre intégrale dans les deux cas précédents par 1, 
el l^, correspondantes à la foruke 9, (x) ou 9^ {x) dans les formules (o), 

l, = //(jrJç,(*:c/x==j^/(x)Ja.!Ao + -SA«Coî.n«j=AoJ*^^ /[x,Co».n»xdx, (A) 

X^^j /(jr)ir,(x)(iar«- ^ /"W dx S Bi&n, n* x « £ B, J /{x]Sm.n$»U. (B) 



Mais ces deux formules générales donnent lieu à quel<|ues observatioBs. 
En premier lieu, e peut être an nombre fini, de sorte que Ui série d'inté- 
grales dans CCS formules est elle-même finie, alors les formules (a), (A) et 
(B) v;ilont toujours sans aucune restriction. Au contraire cela n'a pas tou- 
jours lieu, quand c devient iuUni, que la série dans ces formules se prolonge 
à l'infini etIeHuâme : y fout alori>, (juu les séries (a) soient convergentes pour 
toutes les valeurs de situées entre les limites « et 6 de Tintégration ; et 
encore faul^il que les séries (A) et (R) soient convergentes^ lorsque les in- 
tégrations ont été effectuées. Ces conditions sont évidentes: or, la première 



e 

*) Le tî^A de lOBintioii S f (n) 

I 

iéûgfit ici. M per b mile. I* «Aie ^ (I) <^ f (t) f {») + f {e)i 

où Ton voit <iuc h lettre n rrpréiente l'argun^tnt qui parcôllft k inilt dci Mnlim Mturut» de 
A B i à «se, Cl où c doit toajours êUe un nombre entiei. 



Digrtlzed by Google 



RllODCnOH DES IRTÉGIULES DÉFINIES GÉNEfiALLS. Ô 

est nécessaire lorsqii*OB veut intégrer ces séries entre les limites a cl b, car 
les équations (a) ne seraient plus toujours idonliqucs dans le rn'^ mi traire et 
no donneraient plus de relation entre la série et la fonction, qu clic doit rc- 
présenler: il n'est plus permis de substituer ideotiqaemenl les séries aux 
fonctions, et tout le raiwnnemenly qui a conduit eux formules (A) et (B), 
perd son ezsctitude. Peur les limites a et 6 elles-mêmes pourtant celle con- 
dition u'pst pns do. ri;>iieur, rar il arrive fréquemment^ qu'après rinlégration 
le résultat, c'est-ù-dire les intégrales 

j^f{9yC09»M93td» OU ^/{x)Sm.ttnedx, 

obtiennent néanmoins nne valeur parfaitement déflnic, et alors les équations 
(A) cl (B) ne cessent de subsister. Mais en second lieu ces séries-ci doi- 
vent iHrc convergentes elles-mêmes après rintégration, ce qui est bien clair; 
puis4{u'autreinent elles manqueraient de somme, et que dès-lm celte somme 
ne saurait éire représentée par les intégrales définies I, ou I,. 

Quant a Tusage de ces formules générales (A) et (B), Ton s'aperçoit aisé- 
ment que la fonction f {s) doit avoir une telle forme, que les trois intégrales 



Ç/{r)dM , ^ j{x)Cos.n»xds ei J {r) Svuntxdjt 



obtiennent une valeur finie et connue. Mais alors aussi les derniers membres 

de ces formules sont des séries, qui dépendent seulement des constantes, que 
Ton trouve dans l'intégrale clicrchéo; et ces séries donnent lieu a des rrsul- 
tats d'unp classe différontp, selon qu'elles peuvent élre regardées ou non coiimie 
les développements d'une louction connue quelconque. Dans le premier cas, 
Ton obtient une valeur finie pour nnlégrale définie correspondante et Von a 
elfoclué une évaluation proprement dite; au cas contraire, que la série ne peut 
pas se réduire au développement d'une fonction connue, et en outre qu'elle 
est infinie — car nne série finie retomberait sons la catégorie des fondions 
linics — Ton acquiert une relation entre une intégrale détinie d'un côté et une 
série infinie de l'autre; une de ces relations, qui souvent sont d'un grand intérêt 
tant pour la théorie des int^irales définies, que pour celle des séries infinies. 

2. Pour notre but actuel, soit 0 = 0, b ^ 70 et prenons f (x) = i 1 ^ > 

les intégrales (6) deviendront: 

1* 
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4 RtracnoH des ihtégralss vtmiu cAréealbs. 

Pour f{x) » ~a au eoniraire les inêniei» iotigrales donoenl: 

(«C 



« fi"*- . - . - - 

Oliscrvons que ces stz formulée d'intégrales défioies se Iroufenl dans mes 
Tables d'Intégrales Définies etc. (Voir Tome IV de ces Mémoires, respeclivcaiciit 
à la T. 19. W. 2, T. 205. N\ 5, T. 205. N\ 10, corame sommr de T. 5. 
N\9 (pour p^q^- i) et de T. 31. N'. 13, à la T. 205. N'. i\, olT.205. 
N\ Q, où l'on pouna consulter la litéialure, ce qui douk épargnera la peine 
de les déduire ici. *) 

Il rcsiille des fomiules (c) cl (ti] <iue la supposition f (i) = 7f^'^ 

est possible dans le« formules (À) et (B) toutes deux, tandis que l'autre 

f{x) — ■ * . n'est en général permise que dsns la seule formule (B), al< 

Y I * 

tendu que dans la formule (A) elle conduirait à un résultat infini. On par- 
vient donc au moyen des équations générales (A) et (B) aux formules sui- 
vantes : 



i" 



0 

0 



•) Id b fontlion Bi («), l'Bzpaiientiella intégid^ dUgne Piallpile: 
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RtDUCTION DES INTEGRALES DÉFINIES GÉNÉRALES. 5 

Dans la formule (C) on a compris le premier terme détaché A« sous le 
signe do sommation; et cela est permis puisque le terme général A„c^* n'est 
pour n — 0 ricQ d'autre que A«. Âu lieu de la formule (E), qui est peu 
utile sous cette fonne-là, on poorra «ieémeat obtenir une autre intégrale plus 
convenoUe; prenoos au lieu de w^ (s) la fenclion 

e> 

Aunitdt que A,' deTÎenl égal à Ao, comme nous radmettona ici. Ton a 

*i (*■} — fi'C-'^) — ^KnCos.ntx — !S \n' Coi.n »' X , («) 

I 1 

et lorsqu'à pn sent on fait usage de la formule génériile (A), le premier terme, 
qui était inlioi comme facteur de A^, s'évanouit, et l'on a: 

/ I ] j i A.[#V JB. (-eçf) +•-«• A(ntf*)] 

ô. Mais si nous considéiuus les formules (c) et (d) plus altenlivement, 
elles nous apprennent, que la fonction f{x) peut encore contenir comme fiic- 
teors les fonctions circulaires directes Sm,p» et Co$,ps, sans que pour 
cela les intégrales (fr) changent de nature. Supposons en effet <hi premier 
lieu: 

alors les formules (6) deviennent: 

(" g Sin.p jp, Coa. ntxda qdx iSm. {(p 4" + '^t(p~»<)^} 

f'^ qSin.pXtSùi.Hamdx f* qdx Co$. [(j> — ~Co». |(p-^H<)s) / 

f* qdx C(u.{(nê — p)x] — Cot.[{ni-^p)s\ 



if) 
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RtDUCnOff DES mrtGIlUES ]»&rUMES GtHtKAUS. 

'qCos.p9d9 n \ 



(" qCos.pj.Coê.ntxtix ^ p^yi r Coi.[[p~ni)x\ + Cm. ^(p + n<) jj i 



qdx Ctfi,^(»t— p) x) + gof. { (n« -fy) ») I 

9' + X» 2 



/ ' g CW.f x. Sin .ntfdM ^Jj iStiu {(y n<)<) — &«. ((y— | 

Dans les fonmik-s deuxième, Iroisiomr, rinquiéme et sixif>nip, on a dt-jj 
tiaiisformé un facteur sous !e signo H iiiU'graùon, qui était un produit de deux 
fonctions circulaires directes, dans une somme ou uoe différence de deux fonc- 
lions semUablesj seJon les régies connues de la Goaiométrie: de sorte «jae 
ces intégrales définies seraient partagées en deux autres, dont les valeurs 
sont déjà données par les formules (c). Mais ici il ne faut absolument pas per- 
dre dn vue, que la seconde de ces iiitf' ferait' s (c) ne vaut que pour le cosinus 
d'un arc positif. Or, dans les intégrales, dont il est question maintenant, 
l'arc {p + ns^x est toujours positif; mais dans l'autre arc (p — ns)x le 
signe dépend du coefficient f>s: et comme dans les sommations deséqus- 
tiens générales (A) et (B) n doit jinrcounr la suite des nombres naturels 
depuis i jusqu'à c, p^nt est positif aussi longtemps que ns est plus petit 

que p ou bien n plus petit que mais s*é?Bnouit lorsque ns eA égal à p 

ou n égal à ^, et même devient négatif lorsque n$ devient plus grand que 

p ou bien n plus grand que ^. Il s^ensuit, qu'en général l'on doit décom- 
poser les sommuliouii qui dépundeiil du celte deuxième intégrale (c), au lieu 
de les prendre depuis n — 1 à » — c: et cela bien dans deux autres somma- 
tiens, dont Tune va de 1 i <f, et Tautre de d + 1 à e, pourvu que d repré- 
sente le plus grand nombre entier, ({ui soit contenu dans de sorte que 

l'on ait p ds + 1» , j> < s , d < c. 

C'est seulement dans le cas que ns reste toujours plus petit que p et que 
sa plus grande valeur es est encore moindre que qqe la seconde de ces 



&&DDCI101I DES IHTÎGEALËS D£FiKiËS GÉNÉRALES. 



7 



0/) 



MmoMtioDS n'a plus lieu, et que Vw garde la fonne origioelle» puiaqa'alors 
p — nt reste eoiuftamaient poûlif entre lea linhites de la aoounation. 

Mais aiufiitAt que ^ est an nombre entier, c'est-à-dire que Ton a p — 

€l p =0, les intégrales (6) acquicreril une auUe vdleur spéciale pour n = d, 
ear alors on a; 

/' g Si», p X. Sin.n»je dx f'* qSin.p x.Sitt.pgdx f'^/j Sin.^pxdx \ 

/" qCoi.px.Cot.nsidx ("qCot.p x.Cos.pxdx f^qCos* pxdx 1 

où do nouveau l'on a fait usage, des deux premières intégrales (c) *]. Il n'v 
a donc |)as lieu de les employer aussi longtemps que es est plus grand que 
p; mais aussitôt que es devient égal à p, il faut sommer les premières ex- 
pressions des fimnales {f) depuis n^l à n^e—-i, et prendre ensuite 
pour n — c, la valeur correspondante dans les formules (g). Lorsque dans le 
même cas ns était plus grand que p, Ton doit prendre les premières eipres- 
sions dans les formules (/"), depuis n = 1 jusqu'à n = ff — celle dp l'équn- 
tion {y) pour n^d, et soinmor ensuite les secondes valeurs dans tes for- 
mules (/) depuis n — d-i- l à n = c. 

Ge que Ton vient d*d)server i T^ard des intégrales, qui dépendent de In 
deuxième des intégrales [c], n*a pas d'influence auprès des deux autres for- 
mules de (f), qui dépendent au contraire de la troisième de ces iiilégrales (c), 
et cela puisque celle-ci vaut tout de même pour le Sinus d'un arc négatif, 
comme la réduction le prouve facilement. Car on a généralement 



•) On traofe cei deux inl^gnlat (y) dont nui 'Table* d'Iolégntn dttniei." T. SOS. Vt\ SI. 
(dtu le eu de ^ et T. SOS. N*. SS. 
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8 RtMILTION SES IRIÉGRAIES llftnHIlS GtHÉEAUS. 

l 7^~+^ -[«^ilî.(-r,)-r-»El(r,)] - ^ 

Ir . ^. , T f*oSin.{4-rx)dx 
-[^£i.(rî)-*^£.-.(-r,)] = _| 

Ici donc il D*iinporte pas, que r soit représenté par p — n« ou bien par 
n$—p, c^esti-d-dire le résultat est exact» «oit que p — us soit positif, ou 
qaHI soit négatir. 

L*on peut tlonc à présent rassc^niM'T i<'.s cas disculés et les résultaU des 
diver&es observations dans les fuiuiules suivantes: 

j'&î:^^ - i[r^.+-i.£i. t,(f +..)} -wH...:,£i. [-,(,+..))]+ 

^Ir^lMEL fe(p-ii *)) +r^^<. {« (p + ••)}] - 
— nu)} £'!»—«•)) J 



(A) 



4 4 



4 



('^qCw p X il X n 

i ç»+«> 4* "^4 
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llDOCnOH B'UltGllUBS DÊTIHIIS GÂRÉaAIBS. ^ 
3*+»* 4 4 ♦ 

— i [ii-(/^«)9£i. — n«)) — «^/^"».5£i. q[p — nt)) 

— — i [«"'î £j. — {î (p + n*)}] — 
— ^«W[«~v£i. {— 9(p + n»)} fit)}] 

D«ns lo cas, que - e»t un nombre entier, e*est-i-dire que p e»t égal à 

n$, il se Irouve auprès de la sommation pour celle valeur de n = ~ un 

lerme, qui dépend de la troisième valeur pour In troisième cl la ciiKiiii(''mc 
des intégrales {h); mais quand on met chaque lois dans les deux 

premières valeurs pour les mêmes intégrales (pour us moindie cl plus grand 
que p], Toa retrouve des résultats fmt'^faU égaux A cette troisième valeur. 
Donc on n*a pns besoin de tenir un eomple A part de ce terme, niais on peut 
l'ailmcttrc suit dans la sommation pour nt pitts petit que p, soit dans celle, 
où ns cal plus grand p. 

Il suflil donc de ces Tormules (A) {)Our décider de ce que les formules gc- 

nérairs ( A) cl (B) deviennent, lorsqu'on y prend successivement et 
pour f (x). On obtient alors: 

f'^ aSÙLpmdM 1 <^ 

f, oSin.pxdx n j£_ , ^ . 

„ « +** * • — 

16 
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4 0 4 0 4 a 



P' 



î +» 4 0 ™= 

* • * • 4 0 / 

y T * * 0 

L'on doit remarquer ici à l'égard de la tran:>rormalion des somnialions pré- 
cédenles, que dams la fonnule (G) lo premier terme, qui esl fourni par Vé- 
qnation générale (A), c>st-à-^ire 

I A . £i 0» ï) - £i (- P î)l 
se trouve être la même choee, que co qnî provient des deux sommations, lors- 
qu'on y prend n égal à zéro: donc, puisque ces sommations étaient prises depuis 
1 jusqufs à c, il faut les prendre de o à c, pour y admettre le tormo montionné. 
De même dans la formule (K) on a pris los «sommations depuis o jusques à 
c> au lieu de k» prendre de 1 & e, parccque pour la valeur léro de n k» 
deux termes s'évanouissent séparément, et que par suite ce clnmgement de 
limites ne change en rieu la valeur do rintégraîe elle-même. Dans Téqua- 
tion ([,) on a admis le premier terme, qui provient de l'équation générale (A), 

c'esi-ù-dire dans la sommation, qui commence aloif avec la valeur 

séro de n au lieu de Tanité, tout comme il a été justifié à Toccasion de la 
formule (G): dans (H,) au contraire, par la même raison que dans la for- 
mule (K), on ,) changé la limite inférieure de la sommation, l'unité, dans 
zéro. Dans la formule (11^) la sommation de d -f 1 ù c est réduite à la dif- 
férence de deux autres sommations, l'une depuis o jusqoes à c, rautro de o 
i 4^; et de même dans Féquation (Ij). Mais en outre dans cette dernière (I«) 



BtDvcnoi viiniGiuLts ntrunts GtRftiAUtt. tl 

on a pris poar raaire sommation depuis 1 jusques & une autre de oàd, 

et cela pour y admettra le premier terme détaché ^ tr'^, qui est fourni par 

réquation générale (A), et qui coïncide avec la fonclion û aomamr, kMvqu'on y 
preâul le aéro pour n: tandis que dans la formule (II;,) la sommation do 1 à deÀ 

encore changée dans une autre de o à (f, puisque le terme njoulé tie l.i sorte pour 
lu valeur zéro de n est nul lui-même^ de sorte qu'il ne cliungc rien au résultat. 

I) s'ensuit que toutes les sommations commencent à présent avec zéro; 
cela a été effectué, d'une part aOn d^avoir des formules d^uoe forme sembla- 
ble, d'autre part puisqu'alors les sommations elles-mêmes deviennent en gé- 
néral plus faciles dans les cas spéciaux. 

4. Passons aux substitutions Analogues 

alors on trouve par Pinlermédiaire des formules (è): 

/'^aSm.padx n 
r-t _ g-pi 

/'^ xSùi.pm.Gm.nÊgig (• si» Sût, {{p-^-m)») ^Sm, {{p^nê)*) ^ 



f 



/'' ^Sm.ps.Sk.nêsda f' xdx Cm. -~Cw. ((p + m) J») 



/•»ÛM. p ». Cm. uêsd » I* xdx Cot. {{p njr) *} {iP + «*) *) 

^ " 9» +%» ~ 9* + ** 2 

/*MCo^pjt.&n^ntjtd* h xdx iSw. {(p4-«*)g)— 5m. |(j>— ««I») ^ 
" ç' +*» " / 9' + *' « " 



-r 



' xdx Sin. {(na-^p)x) +Sin. Hni'-p )x] 

IF 

Ces équations donnent lieu aux mêmes observations que les équations du 
paragraphe précédent, en tant au moins quH s'y présente un produit de fonc- 

16» 
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42 RÉDPCnOir D'IlTtelAIES DÊmiES «tllÉRAI.ES. 

tioos circulaires direcles coiume fadeur sous le signe d'inlégratioi) ; ce pro- 
dnîl est déjà décomposé dans une somme ou une différence de ronetîons sem- 
blables^ d*aprés les règles connnes de h Gonîométrie. Mais Ici h valear 
correspondante de TiDlégrale, qui se trouve panni les formules (d) donne lieu 

à Téquation 

de sorte que 1 ou n'a pas besoin auprès de la troisième et de la cinquième 
des formules précédentes d'observer si p — ns soit positif ou bien négatif, 
f^ci ne vaut plus i Tégard de la deuxième et sixième de ces int^prales ; 
car dans la transformation de ces formules on a l'intégrale 

et ici l'on iJoil prendir la pHunitTc ou la s<>condp formp, selon que p est 

plus grand ou plus pelil que us, afin que le coelUctent de x sous le sigoe 

Sinus reste constamment posiiil, comme il est de rigueur: la valeur de ces 
deux intégrales devient donc respectivement 

- «-(p-»»i7 et — - <— {"»-P)?. 
2 % 

Si Ton n LgirJ a res observations» on aequiert à Taide des intégrales (d) 

les formulci) suivantes 
[* a: Sin.pxdx n 

j ï +• * ♦ * 



71 Tt ^ W , 

4 4 4 

xSin.px.Sin.nixdx 1 »• • »_ r . . s^^. t . ^\*itt\ 



r. 
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— i(«lp+wJ»£i.{— î(p+w)} + t-(HH<»:* EL 

— J «-« [«wf Et {î — M * ) } — •-«•n Fi {î 0 + n *)} ] 

£-- » -.r-0»+«J«— - «= - e-^»? («-"»— e^),fi*>»; 

^ »■ 4 4 4 

4 4 4 

VoilA les formules nécessaires pour les supposilions f {x) ^ t'V^' ou 

y "i ^ 

X Cof. p X 

/'(x) = — ,nr ~r tJ^DS les é(juations générales (A) cl (li). isculement, il faut 

faire altention en employant les deux valcms de la deuxième et sixième tic 
CCS formules (t); car dans les sonamalioits^ «jui se irouvcnt dans les formules 
(A) cl (U) Targument n commence A runilé et parcourt ensuite h série des 
nombres naturels jusques A c; done il faut avoir recours aux premières seit- 
Iranenl des valeurs ccnrespondanles, aul.nnt que es est plus pelit que p; tan- 
dis que pour es plus grand que p, de sorte que l'on ait p ^ ds + p' , p' <^s, 
J < c. Ton doit décoiuposer les sommations dans deux autres, dont l'une 
parcourt la suite des nombres naloreU depuis Tunité jusques à d, la seconde 
de d -f 1 & c; pour ces deux sonunations les deux valeurs des intégrales cor- 
respondantes des formules (t) valent donc respectivement. 

11 se pcul encore, que p soit exactement un multijiie de s, c'est-à-dire 
égal à ds (où donc p' est zéro); alors, poui n ^ d, on a une autre forme 
[wui les inlègrales en question, qui deviennent |)Our ce cas spécial: 

i'' xSxnpx.Cot.nixdx [^xSin.pr.Vot.pxdx 1 xSin.ipxds • \ 

f'^ sCospx.Sin.naxdx j'"^^ xCos.px.&in.pxdx 1 xSin.Zpxdx ^^j^^l . • • ('t) 
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Dans C(» cas-ci relie valeur pour ns=/) (iiiïére osscnliollniiionl tirs deux 
autres valeurs, ijiie louraiiaienl les é(]ualiuiis (i) (jtour les eus «le m s plus 
|ietit ou plus grand (^ue p) cl qui seraient k( 

«le sorte que (c cas actuel ne (teul se déduire aucuficmeiU des deux autres» 
coonmc il arrivait préecdemmenl. Il Ti*esl donc pas permis ici, iradmettre k 

Icrmc corrcâpQiuliint ù la valeur ~ de n daus Tune ou l'autre des deux som- 

iiiatiniis, nù US mstc consl;»rnmenl moindre ou plus ^rand (pte mais on 
se trouve oitligé de tenir compte de ce leriiio à prl. Ici dono preinièrr- 
iiienl l'un doit souinier lu première fonction, qui se trouve dans les équations 
correspondantes {t), de n ^ I jusques à it — i, ensaile vienne un terme 
|KMir tis — dj tiré des forronlcs (k), et enfin pour la seconde sommation de- 
pnis d + 1 à Cj il faut avoir recours à la seconde valeur dans les formules (i). 

Encore si y était exactement égal à es, \\ faudrait prendre la sommation 
de « = i jusques à n = c — i à l'égard des premières valeurs, qui se trou- 
vent dans les ci|uatioDs (i), cl ajouter ensuite pour n c la valeur, qui est 
fournie fiar lit formule (k), 

A [iréseiit les équations générales (A) et (I)) nous donnenl, loraqu'on 
égard i. (ouIoj» les observations prccédcnlesy Jes formules: 



^ ï' + * 0 

w, < '"S. . ^ . ^\ ....... (L,) 

♦ o é ô ^ 0 ' 

4 0 «0 *• "i 
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— ^ «-« J B, [i^ s. {j {p-n$)] « £». {î (p+pi •)) ] (M) 

4 » 4 « 4 s j 

4 t 4 4 à-M ltP — <*ty 

) <i<ei 

n ir ir • rt \ tO \ 

-((!P«+c-<»î)^B«*-"'« «P#^ Bii«-*^— 7«-W^ B,«"*? ' * ' * ^ *' 

4 0 4o ''o ^ / 

Dans ces formules les sommntions ont subi Hivprspg transformations afin 
lie rendre le zéro leur point de dt'"[iart coiniiiiiii. Dans les «'qualions (L,), 
(L,), (Ljj, [lu) ei (iN) le premier terme délaclié^ qui eâl fourni par i'cqua- 
(iott générale (A), et qui est respeclirement 

^A,«-« «t — j A. [cw B^-p y) + «-« £i. 0»f>J 

peut être censé comme étant produit par la valeur que prennent, lorsque» de- 
viral égal à kén^ la somioation dans les formules (L,), (L|), [L,), (L^) et les deux 

sommations de l'équitioii (N), et dès-lors il est admis dans ces sommulious 
en les faisant commencer à la limite inférieure zéro au lieu de b limite i'u- 
nité. Dans les formules (M), (0,) et (0.) et dans les premiers lerin(?s des 
formules (0,), (0^) au lieu de Tunilu lu zeru est pris pour limite iuforiuure 
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(le la sommation, nuis(|wo le Icrme à ajoiitfr rcspcclivcraent pour n égal à 
zéro Ci.1 idcnliquétiieiil nul, el n'a donc aucune influence sur la valeur de 
l'inlégrale. De plus, dans les équations (L,), (0,) les mmnialions qai 8*élendenl 
àe d + i jusques à c ont été décomposées dans la différence de deux autres, 
(|ui vont rcspociivomt'nl depuis o à c et depuis o à rf; tandis que dans le» 
formules (<).) ces mc^mes sommations de + 1 à c sont réduites à 

trois parties, savoir une sommation de o à c, à iuqucHc il faut soustraire une 
autre sonmiation de o & d — i, et puis wootû le terme correqioiMhiit à b 
valeur d de n. La nécessité d*ane telle division dans le cas actuel, n*a {dus 
besoin de preuve, après ce qui a été observé & ce sujet dans les discotions 
précédcnlos. 

Enfin à Tégard de ocs luùmes formules ^LJ, (O4) indiquons que ce ter- 

mo détaché, qui est respec(ivenient ^ AkOu — ^ fi^ peut être accueilli dans 

chaque sommalion suis ilislinrtion, pourvu que Ton étende la sommation re- 
spective de zéro ;i (/, ,ni lieu de In prendre depuis zéiu jusi(ties îi d — I. 

5. Ces vingl-liois (ornuiles (A) à (0,) consliluenl aul^iiil de théorèmes 
dilTércnls ù laide desquels lu problème concernant la réduction de celle classe 
d'intégrales définies est coroplélenicnt résolu, et par lesquels il est subvenu 
convenablement aux divers cas qui peuvent s'oflrir auprès des suppositions 
spéciales. Mais ces cas, comme il arrive aisément, ont été bien des fois per- 
dus de vue, «pioiqu'ici pourlntit Ips résultais différents entre eux nous l';ii»in«'n- 
lient, qu'en général il laut bien discerner ces cas divers, bienqu il puisse 
arriver aussi qu^une tcllo dislinc|,ion exacte des ca^ spéciaux n'ait pas toujours 
d'influence; de cette dernière obsenution les formules précédentes (C) 1 (G), 
(K) (iM) et (iN) témoignent par éxcinpie. 

Les ihédromcs Iioum's sont donc liès-propres pour révaluation des inté- 
grales dé(|iiics qui sont (ellenicnl constituées qu'elles peuvent se réduire à 
quelqu'une des formes précédentes. 

IL APPLICATION DE CES ÏIIÉOKÈMES LOESQU ()x\- PJlBîîD 
Cot.'j-, jrCw.«x, 5m.« .r, xSin.ox POUR T {->), 

C. Nous appliquerons à présent les lliéoremcs trouvés à l'élude des inté- 
grales délinies uiealiuuuccs, c'est-à-dire où F {x) est de lu forme trés- 
simple, Cos.' x, X Cot^ «, Sin,* x, x Sin* «. A cet effet noqs poserons en 
premier lieu: 
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(«) m» Cè$.<'a.<kê.am mm tr*^ + d{^^ OoÊ.t*^ 



OÙ est la dénotatioQ connue dn n ième coeflicient du binôme élevé à Iji 

puissance a ième. Puisque c est égal ici à a et que donc il reste lini, toutes les 
séries dans (a), (A) et (B) et dans les formules, que l'on en a déduites, sont 
finies wa», 6t il n'y a pas lieu d'instituer une recherche particulière & l'égard 
de la convergraee de ces séries. En employant les équations générales (A) et (B) 
on foit de suite que 

« . «.A. - Bi, - ir-'l^ - f-*! 

et dès-loi s les formules (C), (D), (E), (E,), et (F) donnent, lorsqu'on prend 

ç , (jr) Co».*»-' *. Co*. {(« — 1) x) 

dans l'équation (E,): 

I r— 7 = 2— — -S \*-^ - -2-— + 1) 

rAlf.*«.âHl.a«<i." 2-<'-' " !a\ 

. -F+p-"" - - 

— -p^«<I« - * îf y*"^ = 8— -««{-l + ... (5) 

La formule (4) peut être réduite é une forme plus simple: car on a pre- 
mièrement 

2 Cot.» «. eSM;««->Cl0«.>'i «. Coi. ((a— — & Cm {(a + 
et encore 



l:)-r:M:::)^ 
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de sorte qu'on obtient: 

L'emploi de la formule goniométriqoc précédente auprès de rbtugralc (1) 
donne encore: 

9» + *» «ç^ ^ ' «ç^ ^ ' 

9 

De même Ton a 

el les formules (9) et (5) donnent à Taide de cette formole de réduetion: 

r-— 7^ — — — {«-*^if».(8nfl)— 2«î)} 

. 9*+** 9 I W 

— j{r-«»«£i.(2«9)— *»-«ft".(-*nî)) 

= 2-''7r«-î9(l + e-S'/)fl-« {9) 

7. Lorsqu'on sulistiluf» les ronclions <f, {x) en (j") '''"^ t'qualions (/) dans 
les formules (G) jusques à (K), ces subslUulions donnent iieu successivement 
aux formules suivantes: 
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«»*«-«î(^_^f»Vl+r-%)«— £-«-îrtf7^f"\r-«'tï+l-.-«îf-«i'(°\«»-9 \ (18) 



. {13} 



«2-»-»-(«M+r-w)(j+«-««)«--a-«-»^<pï^(''j«-s»94-2-«-»^«-Mi:i ''i^^^^ . . . (i*) 

9 » ♦ V"/ î • \"/ J 

j — -r-P7-|y[*»-/£».{y(p-2«}}-e-»'î£» t3(p+î«))] 

En preiuDt h lomme el la différance de (15) et de (10) on obtient: 

^ /+/ ' p-":îg.--ïMî(r + ««))- 

11 eoâuil de la seconde expression, que la première vaut encore pour une 
valeur négatire de p. Prenons donc dans celle intégrale ii + p<«r^p— r — a, 

17* 



90 



alûrs on a pour chaque valeur positive de r (la valeur a exceptée), puisque p 
est tottt-i-Àiit arbitraire pourva qu'il soit plus grand que zéro; 

— ^\ «8»9 Et. (î (a— r — a n) ) 



(16) 



Lorsqu^ott suppose ici 8iioce8siveiiMiitrM>3aetr«>3ii, on a 

r dx t—a— 



+ 



9 



- «-«î É fi. {j (a + 2 »)} 
^i"fj| ^*^e2»«£t. {— g{a + Z«)} (17) 



0 Vn 



(18) 



Quand on prend au.<^i la somme et la différence des formules (13) et (11), 
et de même des formules (14) et (12), il vient: 

— ^J^^ / - «— «-«-«(l+r-»»)- ,p>««î 



l»'<M<ii, 



(m) 



2-^1- «M (1 + f-t«)«— a-<i-i _ É,.? ^ 



? 0 \nl 



La première et troisième de ces équations donnent pour p ^ 2 a — car 
pour cette valeur de p elles seules valent, tandis que les autres ne permettent 
pas une telle snppontion — > 
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- .->:r*,(l + ^ (1.) 

On a déjà trouvé cette dernière formule^ dans qos recherches antérieures, 
form. (1). 

Pour p « an eontnife les danzièBie al quatrième dea fonnulea [») valent 
seulement avec eadumm dea autraa valeurs. On a directement 



r 



et 



poor til — etjy'BO» 
on edssa— 1, etp» — 1 : 

Hais puisque toujours — («--«) *® ■ •^^^ 
et donc anari: 

SS ToD a à présent ^à'^û, enSd**a— 1, U s'ensuit re^iectivement: 

ou = -S e-»»« + S I )«-*^ — 2 ;s ( «-»»?. 

Les résultats différent donc essentiellement, selon que 2 d est égal à a ou à 
a-\-\, d'où a=s2douas=:2(2 + l, c'est-à-dire selon que a est pair ou impair; 
on a donc dans ces deux cas: 
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Ensuite los (ÎPdx premières dos « ([inifions (m) nous apprennent, que pour 
a p = r h valeur do Tinté^ale ne change pas pour chaque r, qui soit plus 
grand que a: tandis que la dernière de ces mêmes équations pour a — r 
nous fournit b Yalear do Hiitégralo ansaî'Jonglemps que r reste plus petit 
que a: alors on t — )' = — 0 — P> c'est-à-dire que d est le 

plus grand nombre entier qui soit compris dans i [a — r), où donc p' peut 
ftrc une quantité posilivo, toujours moindre que deux^ mais qui peut très-bien 
aussi dans quelque cas spccial se réduire à zéro. Cela nous fournit les 
formulof: 



r 



V 

où est le plus grand nombre dans § [a — r). 

Si l'on veut prendre p ^ 1 dans los équations [m], il faut faire usage do 
la deuxième et quatrième de ces formules, où alors d est zéro et p l'unité; 
par suite: 



(86) 
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i 



' Quj'X.Coê.iia —1)9] dx 



Prenons dans Tintcgraie (1 ) 2a pour a, dm (35) Sa — I pour a, el dans 

2 « -(- 1 pour a, l'on a: 



[ 



(88) 

m 

(ao) 



Lorsqu'on combine celles-ci respectivement avec les formules (îl) (92) et 
(22) (pour 0+1 au lieu de 2a — i) par voie d'addition et de eoustnction on trouve: 

, —7+;; '-"^î{(.)-"+— J'"+'^Uj'-4 ■ 

Afin d'oblenir encore les formules, qui sont analogues aux intégrales (25) 
et (26), il faut supposer «wcesiiveMeiit r ^ a + 1 et r » a^l dans l'équation 
(16), d'oà résultent les deux suivantes; 
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jI — ïiV^î^^ p.^g^Eû{,(.»-i,H 

- ^ '-«^ (^) (84) 

8. Encore les formules (L) jusques à (0) donnent pour bi même anppo* 
«ition (j): 

/"tOn.^a.Cùà.aa.Sin.pmdti « la\ 

^ iiqpir^ 8—..^^ g 

— «-•-%(r-»--<W)(l+ér-it>«+«-^«-^«>i#fiÇjr-*^ . . . (86) 



-»-^«<r^-^PiXl+r^,-+»-Hi-t^if°\r-««i+»-^»^ . . .(87) 

tandis que que Ton a pour p «Sa: 

I «r-*^ -^^ („) {ê^ + ^-^J + »-.-t,^^ 



Ensuite: 



— a-^»-»» {(1 +rf-s«î)(l + «->«)•— 1} (88) 



_ 8-«-»r-M jl [•8-«^4. {î(p— a»)}— «-s»SjBi. (s(|»+£«)} J. (M) 

l 8-'^»^g[*V«£q-g:p+2„)}+*-«-«£i(-3^j,_2.)}] 

— «"^«-"-îî^^]!'*"» EL{q{p^Z n)} + r-8-« (î (p + 2 i»)j J. (40) 
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f»Oo$fix.Sin,ax.Cot.psd9 _ . i /a\ , . •„» 
^r^^ r^ig(-n-^) 

9 W • W/ 0 W (d<a: 

mais pour le cas de p 2a, on a de nouveau: 

^ 2-'»-2««-2aî ^ e-'^'!)" ^e-^<"> —{l + e*?) + 2-0— » ne-**? 
te „ ((_ 1 ^. t-ia^) (1 + e-«v)« +1} (44) 

Ln somme et la différence des deux intégrales (40| et (59) nous fournissent 

encore : 

— »-•-> /"] «-«tf», {q(p^ 2»)) 



0 \n 



"l'ai 

— 2-°-' «-M i ^^j £». { î — 8 «)) 

Puisque It seconde expression devient idenliquemeot égale à la première, 

lorsqu'on y suppose — p au lieu dep, celle première vaul aussi pour dos valeurs 
négatives de p. Prenons donc a + p =^ /) = r — a, alors pour luic valeur 
posilive quelconque de r (sauf ia valeur a (larceque p doit toiijours rester 
plus grand que zéro) on aura en général, puisque p est Umt-e-fait arbitraire: 

18 
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— «J— r)« i (r- « + 8 ■)} (45) 

Mellez-y successiveraenl r«=0 et r-=2o, alors il vient: 

— 8-^1 ^^^^j ^ (46) 

8— 1 «J^ n Ei. {-g (a 



— a— » ^ ^"j «-««f JK. {ç{a + 2b)} (47) 

équations, dont la soinine et la différence donnent: 

+ «-«^««— » J j [«-»-î £i. {î (a + « nj) (g (a - 2 «)} ] . (-^8) 

L'on aurait pu déduirn ces intégrales directement en supposant p^adans 

les formules (40) et (59). 
Kncure i équation (45) donne pour les suppositions r»3o, r^sa— I, et 
+ sucGessiTement: 

^ — 7:1:^? «—>^:^^géM,*i {.«,(» + •)} 
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/*9Coifi».Coa.{(a—l)s}dm „ , ^ /a\ _ , ,o 



0 v", 



— ft-^i ^ «-**»JSî. {f (Su — 1» .... (51) 



^, l' J ' «-^» y 1)} 

_ Z-^-ie-î^/") «-2«V fi. /j(2n -I- 1)) (52) 

0 \n/ 

et en prenant la aomme et la difiërence des iotégralea (38) et (44): 

mMfr^-in •-»-« (l + #-«!)« (58) 

? +' 
/** Cos." X. Sin. attdds 

dont ia dernière intégrale a déjà été déduite précédemment sous In formule (5). 

De même la combinaison des formules (41) et (35 (42J et (30), (45) 
et (37) par vme d'addition et de soustraction nous fournît: 



« r-M (1 + #- ••)• *l<a;J 

— 8-41-1 „ ^/.î eSaï (1 ^ ^S»)« ^ 
a. — 8-a»I , «-W (1 + 

— î-«-»«*M(l + r-^«)«— ft-^i»«wi ("] e-î-? , 

j>^<S.(I<a}l 



(«) 



0 
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Afin de pouvoir prendre le p égal ù a, il liiiit employer b deuxième eu la 
troisième valeitr de chaque iol^nile dans les formiries (n), el ceb sebn que 
a est impair ou pair; cnr dans le premier cas on doit avoir Tunitc pour p', 
dans 1o <;ocond cas p' doit être zéro. En premier lieu les deuxième et troisième 

de cos é(|ualions (n) donnent cliacuue: 

.vCos.''x.Sin.Zaxds ... 

- »-^»«*-«»(l+r->»)« , (54) 



9' + '' 

Si i on suppose p égal à a dans la cinquième des Tunnulcs (n), on doit 
avair runité pour p', de sorte que a ou p devienne 2 d + 1, c'est-à-dire im- 
pair. Au contraire l'èqualioii sixième peut s'employer pour p égal à a ; alon» 

a ou p devient 2 d, un nombre pair. L'on trouve donc dans ces deux cas 

pour la valeur tks intégrales qui corref^pondonl à h vnlpur a de p, lorsqu'on 
lui 6te le facteur commun qui se trouve au{)rés de tous les termes: 

Dans la première forme on a 



0 



lorsqu'on tient compte de l'identité — |^''^j;maisiciaestègalà 2(i+ 1, 

donc a— d à d + 1^ de sorte que les deux sommatioas, qni se trourentdans 
celle formule^ deviennent 

Lorsqu'on y ajoute le premier terme, la valeur totale s'évanonit, comme il 
doit être nécessaiicmcnt, cnr ponr la valeur a de p le facteur sous lo signe 
d inlùgralion Sin. {(a — p)x} devient zéro, de sorte que l'intégrale s'annuilit 
elle-même^ La même ^ose aura donc lieo -aussi pour la forme seconde^ où a 
est supposé être pair: li on a de même 
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9» 



mais ici Ton a a — donc a — d'= d; et par suite les deok sommationsj qui 
entrent dans celte forme» donneront: 

comme il doit être, afin que le terme entier puisse s*év«noajr: ceci est donc 
une vérification des deux formules di-^cutées. 

Des trois premières de ces équations (n) il s'ensuit à présent, (\w pour 
a-\r p = r, j><-r — a, lew valeur reste la même pour chaque r, qui reste 
plus grand que a. fiK au ooMraire ou pr«nd û^f=r, p^^^^r, et donc r 
moindre que a, il iaut avoir recours d la sixième ou i la cinquième de ces 
mêmes formulé et cela sebn que r est un nombre entiw ou non. On aura 
donc: 

/ — — «-"-«««-«fCrt+e-î)", r>a;(55) 

OÙ i( est le plus grand nombre entier dans S (a r). 

Si l'on veut prendre r égal à a + f ou a — 1^ il faut employer rcspecti- 
vement les înU^rales (55) et (56), et puisque i est xéro, cela nous fournit 
les suivantes: 

^^J;^, ^ — -= 2-*^' n eî (1 + e-«9)a (39) 



r 



+ 



9. Dans les paragraphes (0) à (8) nous venons de traiter les quatre premières 
des intégrales mentionnées en léte de cette partie deuxième, et nous en avons 
disrulé clia(jiic fois les cas spéciaux, qui donnaient lieu à quelque observa- 
tion. La petite table ci-jointe peut servir à offrir un coup d'octii! sur les ré- 
sultats acquis; on y a noté les formules qui contiennent chaque cas spécial: 
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I. 
I 



*Ce ê*»,Coi.rxd« 
o ' ' 



pour rs=r, s= 0, «s a, s» a= 3a, « a — 1,= a4-l,aBa-f 2, 
23, 24 21, 22 1 20 19 26 25 1, 



0 * ^ 



le 2 17 18 34 8S 8, 

45 46 8 47 60 51 62 6, 

65, 56, 57 5 64 63 69 68 0. 

10. Lorsqu*on prend dm» les fermules (/) ^ — x pour x, Vm a 



{ 



r** Coi."x. Sin. rsis 



Prencma ensuite 2 a et S a + 1 successiTeinent comme valeurs de a» il 
vient : 

ou -i£&i.»«+>*.«ii.{(2«+l)») — (— 1)«2-»«-« {1+*^' (— 1)" *j Co*.2iixj j 
ain,iam — (— 1)«2 l)" {^^^ Sm, 9nte 

OU— 56i.«*H«.ÛHL((2«+l)«}«»(-iy»-»2-««-» J \Sm.2i 

Les deux ])reraiéres formes se trouvent dôsigni'os ici par la fonction <f, {x), 
les deux dorniércs nu contraire par la fonclio» t., (x), parcécpj'oUcs pourront 
salisfaire la dùiinilion respective, qui est contenue dans ics équatioQS (a). 
Dans rapplication des formules générales (A) et (B) l*on mit que s a iéi 
parlottt b valeur % et puisi|ue on a respectiveniml; 
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- ««+ 1. A, « (-ir2-«*-U- A. - (-ira-*-». 

-2a + l,B,-=(~l)-'2-»-'(-l)"^ ; j; 

les formules (C), (D), (E), (E.) — auprès de la dernière les dtMi\ formes 
de <Fi {t) peuvent être tres-bicn combinées ici d'une telle mnniére,, que les 
deux termes A» deviennent égaux et que |)ar suite il se détruisent mutuelie- 
ment — et (F) fournissent donc ici: 

= (- 1)- 2 (1 — r-^)»» («0) 



7r 



— (- ijaz-i^-^-Cl — e-«^)««+» (01) 



/ î»+«» * go' V « ; 

— «'-9^'. (—a «9)1 (63) 

ri?^^!±^îil^ _ 

4 



^r^. « (65) 



+ (— l)«-ia--»^i'!ï'(— XJ"^^**^^j{«*'«J*.(— 8i«î) + «-*'«£i.(S«î)} . (66) 
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I^ Z X 61».^" -r. Cm. 2 g j + j. &n.«'^' a. &h. ((2 g — 1) x) 

(— 1)<'2-2"^{— 1>( J {e2"?£..(— 2«î)-|-«-a-/£i.(£»j)) 

-= (— l)«2-*»-ii.{(i_r-«f)>«— J} (68) 

ï S.n.î«+« X. Cm. {(2 a + 1) *) d jr ^ , 2.+1 o ^ . j \ 



— (- l)«-i«-ta-«,|(i-.r-«»)«^» — 1} . . (69) 
De ce.s formules les intégrales (66) et (67) donnent «o premier liea après 
la i tduction des fonctions goniométriques qui se trouvent sous le signe d'intA- 

giation : 

j ^.1,1,» ^ - (-l)«g"'*[«*tgf.(-4«ff)+*-«*TjPi{4«f) 

En appliquant les mêmes équations goniomëtriqnes dont on a lait usage ici, 
c'est-à-dire 

5m>x. Co». 2 gj? — 2 Sin.»'"+« ar. Sin. {(2 g + 1) «) = Stn.^ x. Cos. {(2 a + 2)*} . 

Z Sin.^" x.Cos.Z a X + Sin,^~i m.Sin. |^(2g— î)«} ^ Sîn.^"-^ x. Sin. {(£<!+ 1)*), 

Ton peut encore tirer des équalioiis (60) et (61) les suivantes: 

— (_!)• 2-»«-i - r-«t(l- r-^)«« (7«> 

ff 
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— (—!)•-' 8-«« 2 *-»»(!- «-i»)t«i-i (78Ï 

D(* même OD a cucorc les formuloï; goinomélriques analogues: 

Bm,^ X, Sin, 2 a « + 2 *. Cos. ((2 a + 1 ) *} — Sm.«« ar. ^in. [ (2 o + 2) «} , 

— 9. 5(n j- 2 a * + Sis.»"-» 0. Obt. {(£ a — 1» -a <Siii.»<»-" x. To». {(2 a + 1) ») ; 

et lorsqu'on les ;ippli(|ue resppctivement aux intâgnkles (63) et (63), (68) et 
(69)^ on trouve Ils lorniules suivantes: 

/"5iii,«'»xAn.{(2a+2]x)i4r {— 11» ^ ,t*£ /ia\, 

'2a+ 1\ 



/■•5Mi.«'"-"x.Co*.((2a+riJ-Kr (—1)"-" f»a /2a\ 

/2 a — 1\ 1 

— 1)»/ ^ 1 (21*2) — «»»î£t. (—2 a g) jj 

— J «-•■ ft. (4 o — £f. (— 4 « f } 

+ (_ 1)- ^(^^^] ~[^''~ ^)} {^»K(»«î)-**H£i.(~««?)}J , (75) 

/' X .r.&ri. ((i a+ 2) .r} .i X 

(— Ijoî-î'-lrrf-ï^^ — «-»9)2« (76J 

« (_l)«8'-*'ir«-«»(l_#-»»)*i-l (77) 

1» 

WIS- E^ .NATUIBK. VEIIU. DEIl KOMMIL. «RADCIIIK, OBBL V. 



Digitized by Google 



34 Binvcnoi ranteiAiBS oAnmis ciiriiALn. 



11. À présent il nous iaut substituer les valeurs de Vi (x) et de 9, {x) 
des équations (0) dans les knmÙM génénlM (G) à (K), et cette siibstitiilioii 
nous fournit aucceasiTement; 



nous fournit aucceasiTement; 

+ {f(p+««)}] 



9 



• (80) 



« (-1)- $(-3)- 

«. (_ 1)« a-2a-2 _ ^(tfri, _ «-p^j (1 — «-â9)2a — «M (— 1)« I j «-2»'. l . . 

< /2 a\ il 

« (_ 1)^-1 ((1 _ «lf)iH-> — (1 — 



(82) 



Digitized by Google 



vtamm duitègraiis Dininis «Iiiéiaub 35 



p'<2,d<8«+l; 

(8S) 



.p>*<>; 

m 



_ (_ 1)— 1 8-to-« 1 [(d»9 _ «-«) (1 r-H)W-t 

ç* +«* ï • \* I 

„ (__l)ajî-«<i-«^e-TC(«*^+ 1)(1 — y 

wr «« /2a\ i /2o\ ^ \ 

— (—1 J«2-««-«- J(««+r-l'«)^(— 1)- ^ ^ Jff-»»f— 1)" ^ ^ 1*-*»' \ 

+'-"4'-""(«)Hk; 

_(_i).t-iÉ-t;[(«+rt()(i_,-^_*ii(_i). M'-'^l 

Sin.'i» + 1 .y, 5,>,. ] (2 u -I- ; } j) . Cot. px dx \ 

= {—ï f 2-a^^r>n {(1— ■■t)*H-i + (l — t-2q)-la^X j l (W) 

19» 



(B5) 
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(87) 



+ ^^^^^ 1 j(p+««)|— r-*f£i{-j(p^aii) I J^88) 

ac.C<x. ((2a+ l)<}.Co<.p jdg 

(_no 2a+i /2a4-l\ 

-^-y^a-î— (-IW ^ j[«'"«£i.{ç(p-8«))~*-«».JBi.{j(p+2i.)}J 
+ ^ tg-iB-Se^ï i (-1)' " [e»^fî.{-î(p+2B))-e-ï«»£i.[-j(p-ii„))].(89j 



î 

Mais CCS fbiinulcs (78) jusqu'à (89) donnent !iou de nouveau aux nh^-cr- 
vations suivantes. Eu premier lieu, lorsqu'on combine les équations (88) et 
(78)^ (79) et (89) par voie d'aiiditiou et de soustraction, on obtient succes- 
sirMoent: 

/*Sin?'m.8m,U%a^f)st)dj( (— l)a ^ , /2a\ 

+ ^=^8-«^t|H^(-l)«^*"j.P-if..{-î^^ 

(—1)" 28 
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+ ^ ' s (—1)- \é^tEi.{—q{p^2u)), 

q 0 \ n / 

Or la deroiér» et h qutlritaw de cee éfnttime rentrent mpectifenient éua 
les formoles, qui les procèdent directement, loreqn'en prend — p «n lieu de 

p: ainsi dans ces dernières, c'est-à-dire la première et In troisième de ces 
fomialeSy il est permis de supposer p négatif. Prenons alors dans la pn-tiiioro 
intégrale Sa+p-ir^p-or-'âa, et dans la troisième au contraire 2a + l -\-p=^y, 
p=r — 2o — I ; alors — puisque p est lout-à-fait arbitraire, et seulement supposé 
plus grand que zéro, de aorte que dans loa fonctions Si»» {(a ± p) x) et 
Co$. {(a à:p)x] la distincUon entre des valeurs paires ou impaires de a doit 
être suppritiiëc entièrement — alors il vient pour un r quelconque (exccpt»''PS 
la valeur 2a et 2a + i de r respectivement) les intégrales suivantes généra- 
lement valables: 

9 

IV»— ' 2" /2a\ 

+ i--^---a-**-><t'-to)»^(_l>«^^ Ji««£<.{,(8a— r--a«j) . (90) 

C n» Sa-fl /2a-|-l\ 

^ ^_^a-s«-J4<r-»a-i),^ (— iH l«S''«£/.{î{2a+l— r— 2n)} . . . (91) 

9 • \ • / 

La supposition des valeurs Aa et G a pour r dans rintégralc (90), ainsi que 

des valcurit 0 et 2a pour r dans l'autre formule (91), nous donne: 
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['^Sin.^x.Sm.&axda (—1)» i *• /2a\ 

-f^N^ H ly [^J*) l-»ff{fta+ii)}J <98} 

- r^'3'(-l>«|*"+^|*i«»K {î(l^««>îj .... (95) 

L uii pcul prendre encore la somme et la différence des deux deraiéres 
intégrales (94) et (95) pour obteirii' les sDÎyantes: 

+ «-*f*t 1))]. 

^. —-/.j-te-v* ^ (— 1 }"( J J [«-(•—)«»£ .. ( j(2a i_2n)) {y(l-2n)) J . (96) 

Jf ^F+^^ ^— ^E---^^ ^ n ) I*'-l»i?i.fr(»*-«-l)> 

ft. {?(2«-i;)] 

(_l)a 2<,+i /2a+l\, 

^ __J.2-2«-3^ ^ 1 (j(2a+l— a»)} {«(1— 2ii)} j . (87j 

Prenons ensuite dans Tint^ale (9J)rs4a+3 en r*i>6a+3, alors: 

So+i /2a4-l\ 1 

-€(«H-l|, X (_1).^ ^ )««-«^i-{-?(2n + 2a+l)}J . (98) 

/** 5 in.«''+ 'j -Cot. { (2a+ 1 ■ 3g} </j (—1)—» f iM-l /2o+l\ 

—O-hi/w ^ + J*«i..iri{-g^,+«.+i)}J . . (99) 
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Et combinons enCn les intégrâtes (94) et (08) tant en les additionnant^ qu'aussi 
en les soustrayant, pour acquérir les l'ormules: 

— e»»» Ei. (î (2 o + 1 — 2n) j ] 



Cl 00) 



+ £/. {9(2a + 1 — 2 n) ) J 



R«loDiiioii8 aux équations (78) A (89) el premnis fai «omme et la diffi&fence 
des intégrales (84) et (80)« de (85) et (81), 4e (86) et (83) et de (87) et 

(83) respectivement, nous auroos: 



— <- (— l)-»-««-»îrt(l-r-«»)««.p>4a; 



r l 1 = (-l)''2-«i-l-r-f»a — 4 a; 

/•-SMu«H-»«.5l6i.{(2a+l-}»)»}4» , „-r , 
^ IJ -(~l)H-*"-''-<^-r? (1 -<»»)»M-i , p> 4« + 2; 
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SuppOi>oiis dans la première cl la Iroisiéme de ces formules (p) que p 
devienne 4 a, car pour celle valeur de p elles valent seulement à rexcepliou 
des autres formules corre^ndanles; il vient: 

Sm^'>x.Co».6axdx , , . . , 

— -= (— l)» (l — r-»«>|. (10t| 



" Sin.'i<'x.Co».laxdx n n 



dont la dernière a été déduite précédemment dans h formule (60). 

De même lor»qu*iMi suppose dans les équations dnqwéme et s^tiéme des 

formules (/<} que p i\r\uniiw la + 2, et pour celle valeur les autres formulea 
correspotidciiitos no valent plus» tandis que ehez celles-là cette supposition est 

permise, on a 

^Mi^-H ;r. Sin. j [i a-f <fjc 



. (103) 



dont la première est de nouveau la même formule que Tint^rale (61) trouvée 

anlériouremcnl. 

Alln de pouvoir prendre 2a pour la valeur de p, il faut au contraire em- 
ployer la deuxième et la quatrième des équalions {j)), car c'est seulement dans 
celles-là qu'une telle supposition est permise: soit donc d a et j»' zéro, 
alors: 

*. Co». ^ OT dx ... 
i= (— l)''2-««-l-#-S<«»(l — .......... (104) 

^ + * 

La somme et la diOerence des intégrales (60) et (t05) fournissent: 



Digitized by Google 



&ÉDDCnOR IFlfllÉGRÂlES DÉFINIES GillÊRAIE& 41 

+ #-*>» ^ (- 1 ^^J" j ««^l 

+ r-«^ (— 1)" ««"«J (107) 

et de même la somme et k dUKrance des intégrales (i05) et (104) encore: 

« l(r2-» + «-»«9Xl— «'"'•^(—1)" l*"'"' 

1) /^''V'^'l 

+#->^^(— l)»^*^!.*-»] (lOB) 

Loraqa*on veut donner la valeur S a + 1 ^ f» il kut praidre les équations 

sixième et huitième des formules (p), puis<iue cette supposition est seulement 

permise dans ces valeurs-Iù: alors d est plus petit que la, et p' osl égal ù 
Tunilé. La première de ces intégrales se réduit à zern, après les transforma- 
tions néccssaireii des sommations, et cela s'ensuit aussi de la nature de l'in- 
tégrale elle-même; la dennére au contraire fournit ici: 

/'*5iN.^^4e.$iii.i(2a+t]2«}(f« . . . n 

j 9*+»* " (_I)«a-S«-2„^Ia-|.|),(l_,-J,jJ«+l . . (110) 

Aprè» ardr considéré ces quelques cas spéciaux» retournons vers les équa- 
tions plus générales (p), pour en déduire â prèaent quelques coroHaires géné- 
rales. En premier lieu il s'ensuit des deux premières de ces foraiulcs, lorsque 
r a la valeur 2 « f p, cl donc qu'il est plus grand que 2 a, qu'alors Pintégralc 
correspondante garde toujours la même valeur; tout de même les deux dernières 
de ces formules (p) nous apprennent que l'intégraic cortcspondanle ne change 
pas de valeur, quelle que soit b valeur de r égale & Sa 4- 1 + p> donc pourvu que 
r smt plus grand que 3a + l- Lorsqu'ensuite on suppose dans la quatrième 
des équations (p) que r soit égal à Sa^p, on obtient la valeur de ta première 

20 

«M- Bs MTUuas. ma. n« KoemiiL. amibir, aiib Y. 
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intégrale, tant que r reste muindre que 2fl, tandis que la supposition de r égal 
à 2a 4-1 — dans la sixième de ces mêmes équations {p) nous fournil la valeur 
de la seconde intégrale pour im r quelconque, pourvu qu'il soit moindre que 
Tout cela oa peut le réunir dans lei formules oiivantee: 



r 



— (— l)''2-«»-«-«-'v(e9-,»-9)S'» , r>8a-, (111) 

= (_. l)a i~Sa - 1 - J^ff-r? («î _ «-9)»a _ e(S«- r)î ^ (— 1)» ^ ^ j l 



. (112) 



OÙ f{ est 1c plus grand nombre mtier dans a<— irj 



(_J).»-i.-lÎ4-»f(<»_ir-4)ta+l ,MP>fta4.1; . . (118) 
^ ' ' » / ,r<8«+l; 

, où d est ie plus grand iioiubre entier dansj (2 a -|- 1 — r). 

Prenons dans les intégrales (112) et (114) 2a — 1 et 2a respectivement pour 
la Taleor spAciale de r; alors dans les deux cas d doTient séro, de sorte que 
les sommatîMis que Ton rencontre dans ces formules s'évanouissenl: il nous 

reste donc: 



(116) 

y* iSiii.s«+» *. -Smi. 2 a « d « 



mm (-.l)«4^io-aî[H(l — «-"«iW-l-iT + i-f] . . (116) 
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La nn-me chose a lieu, lorsque dans les intégrales (ll'i) el (IH) on donne 
à r respcciivemenl les valeurs 2a— p et 2o+ 1 — p, où p doit cire plus petit 
que % de sorte que 

12. il nous reste à présent encore à subsliluer les mêmes valeurs de <pi ^x) 
et de (x) des équations (o) dans les formules générales (L) à (Û). Alors 
les théorèmes (L,) (L^) et (L^) nous donnent: 

j'^ mSinfs.OMAi^Sb^^M ^ ^ ^^^^^ a-*»-« wr-« jl (— lJ"^^''j(«*»»+<-*"«) 

^ 1)^ i-« {(1 — •«!}*' + {1 — *-^)«») 

1*° /ia\ /aa\ 

-HlJ-«-Mji[(rTf—*i)(l—r^+ 1)» 



»0» 
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/ •mSinM^i m.Sm. {{2 o + 1 ) j) . Sin. p* da y 
" J 

» \ " / i (m) 

w (—1)" 2-»«-3 7r c-P'? {ri — e2;)î'»+i -I- (1 — r-îî^^o+i) 1 

• V » / • V / J\ p<2,d<2a+l; 
«= ^-î^-a Ji J(*-M — — e-2î)«H» l ^ j 

r «o+l /2o4.1\ \ 

— (— i)"a-*i-9«[(r-w— *M) ;b (— ^ )«~"^\ 

/2a + l\ /2o+l\ Il 

tandis que la fonnole (L,)^ qui ne vaut que pour p«4a et p.4a+2 rea- 
pectiTemenl, derient ici: 

/*'M8Mf»mjOot3Las£mM*dx r /2a\ i 

— (—1)" 2-»''-2 71 [«-■•"</ (( l — ««9)»- _ <r«*? + (1 — ^«^^ + «-*it] 

a (— 1)" '2-2a-2;i [(1 + (1 — f-ï'/)!" — l] (185) 

/* <&n.»°+>g.^((2o+ 1 ) . {(2 a 4- 1)2*} ds 
« (_ 1)" a-so-a „ ji-{4a+2;j ^ ^„ "iT ^ ) *** "** 

— (_ !)•-» «-^Mif [(1 — *-(4««n) (1 — <-»î)«H-i +1] (lecj 
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Ensuite TappUcatiOQ des équalioas générales (M) «i (N) donne dans ce 

cas-ci : 

^ (_1 ja- 1 2 2a - s g-„ ^ (_ ij» I^^J'j [e«»j£i.^ç(p_2„) I _«-a«, £». (j (p + 2n) | J. (127) 

r x A-h-SH-iji. Cw. { (g g 4- 1 ) ga. p»ém 
+ 

+ »-s-f£».l-î(l»-8ii)}] 

^ 2-»a-3 e-Z-ZÏ ' (— (vif— 2 «)] + { ? (P+ 2 n)j 1 ao; 

En6n par rintermédiaire des formnles générales Oi 0,» O4 on oèUent ici: 

(181) 



(_ i)» 8-»«-« » »-ft (l — ««^ (1 — •-^)'» 
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— (— l)"8-*»-î»rJ(#'9 + «-M) (1 —«-»»)»<« — «P» 1/» . . , (188) 

t»<» /2a\ /2a\ % 

.-(—l)«È«««i-»irJ(<M + #-«)(l— I^J'j e-^-A (IM) 

S»^* /2a4-l\ /.P>4a4-2; 

« (—l)—! S (_l)-r''J'](,-*"t— ^}r*^'^ 

" \ " / r jij^j 

• \ • / 0 V " / J[ |>'<M<2a+l; 
= (— 1)—' »-tiH^jr[(*l + (1 -r-»»)«<H'l 1 (1S5) 
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— f<-)'f:'H-"'f'-"-rr)-'i 

Uindis que enfin la formule (0,) nous fournît les suivantes: 

I ^T+^^i -(-lJ.£-.^--*-i.^(-X)-^^)(*-**-^)+r^J 

•= (-l)^i»->«»r[(l— — *-«t)^— 1] (197) 

= {— l)<i-i 2-«*-ajr [«-(*«+«)! M (— 1)" 1*°^ ^ j («-ai.«_«!»«) _j. <-(8«+4t»] 

«(_l)a-<2-««-««[«H*»+»)»{(l—«-«rj2"+'— (l—<s^)»H•l^H»^>)»»}+e-^8a+^^, 
„ (_ i)a-i + «-(«!+«),) (l_<->rjia+i + 1]. . . (188) 

Kl ces formules diverses offrent une nouvelle occasion pour quelques obser- 
vations et i)articularisalions suivantes. En premier lieu on peul pi ciidre la somme 
et la différence des intégrales (129) et (127) et des autres (lôO) et 0'^^): 
(te cette manière Ton acquiert les formules: 

;t i.^t '^~ - (-1)°-' g-"-' tf^^c-i)" ( ^ t-«(p+^«)j 
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+ (— 1)-' «-«"-«r-f t (— »)■ l , il 

* /2a4-l\ 

+ ^ 1 ^ t^Ei. {q(p ~Zn)} 

Ici la deuxième cl Ij r|ijatrienie do ces équalions so laissent niscment Irans- 
lonner dans celles qui les prcccdent rcspeclivemenl: de sorte que ccIlcS'Ksi, 
c'csl-à-dire b premiéî^ et la Ifoisième, valent auM pour des p négatifs. Premma 
ilans b première ^a-^p^r, donc p«er — Sa» et de même dana la troisième 
2a + 1 r,doncp = r — 3a — \, de sorte que r devient toul-ù-fait arbitraire 
dans les deux équations et peut acquérir tonte valeur possible, exceptée la valeur 
2 a dans la première et dans lautre. La première propriété est évidente 

toiil de suite, puisque p est taatpà-£ut arMtraire* et que dèa-lora dana les 
iiuantitéa 3a+p et '2a+1+p le caractère diatineUf de parité oit d'imparité 
se perd totalement: et quant à la dernière propriété, pour ces valeurs spé- 
ciales de r, p devrait être nul, tandis (|u'il doit toujours rester plus grand que 
zéro. Tout ceh nous conduit à ces formules, qui valent généralement: 

— ^ , _^^5 — (— 1>>-» 8^*«-> 2^ (— 1)» 1^ ^ j .«»»« £i {f (8 a— £ n— r)) 

De CCS formules on déduit pour les valeurs spéciales 4a et Oa de r dans 
hi roimnlc (139), et pour les valeurs la+S et 6a+3 de r dans la formule 
(140), les caa avivants: 



Soil encore zéro la valeur de r dans l'iolégrale (139], laquelle suppositioil 
y est permise; en iroarê; 

+ .»-.l(-l)-^'^"jr-««.£i.{2î(»~..))] {145} 

Loraqa'eo prend la aooime H h diffihmioe lie h formule (64) ei de ceUa 
dernièK, l'on obtienl ^ ^ 

X Sin.^'^ X. Cos.'^ a X d £ 

Jf ^r^t - C14«) 

^Tjlïi 

tendit que le eocDiae et la différence de cette même intégrale (145) afvc la 
formule (140) nous Animiasent iea mÎTBnles: 



il 



nt tutvrai. mL m loraiwL. AtAPemB, dksl V. 
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^ 

(2$ (« + «)}] 

+ (- ly, t-M«ft« ^(-l)"(^^''][«»"'fi.{-29(aH-«)}-«-»*ifi{Ï9(i^)}].(U9) 

Kmuite l'on peut prendre encore la somme et la différence des formules 
qiéailes (125) el (157) afio d'acquérir les suivantes; 

-jj-j— j ~ (— lj<»2-ï^iw^-»(l_e-agj*i (160) 

jq-j (-l)'>2-î->««{(l_^2,yta«lj. 

Celle dernière intégrale était déjà trouvée plus haut dans la formule (68). 
De la môme manière les int« f^rales (138) el (120) conduisent aux formules: 

^ g..j.\,> -(-l}-l2-^»«r-(4H-iJ,(X-^;ta+l.(iBl) 

/' ttBmf* ^tg,Cf^ {(2a+ 1)*} 
, gt+g» ^ - (-i)^« {a -f-^)»H.i^i}, 

dont aiWM h dernière se Iroure déjà déduite précédemmeal d«inâ l inlégrale (i)9). 
Ensuite on peut encore combiner les autres intégrales de la série 119 à 138 

par voie d'addition et de soustraction, c'est-à-dire l'intégrale (lôl) avec (119), 
(132) avec (120), (135) avec (121), (154) avec (122), (135) avec (123) 
et (1Ô6) nvec (124). Dp cotte manière l'on parvient aux intégrales: 

I g*-¥m* " <^ D-S-^-'^'-wU-»-^ , I» > 4-; 

— (—l)»*-»^» nr-rt (1 — — 8<f + p',p' < 2 ,<i < 8 o; | 
_ ] )<, 2 - a.-i „^ (1 .1» ^ » rf, 4 < 8 a; 

i'^^x^ùi.^"*.^»!. {(2a— ;/)aJ . . 



Digitized by Google 



*Sui.»''+'*.ro«.{f2<3-f-l— nk]d« ...... , ^ . 

— E LCi — ^ l)a-l &-9a-ls «-|i««r«H4K(l — «-Stl^+l 

9^ + ' 

— (— 1 )a a - «a-» <r-W ( 1 — e««)*»+l , p > 4 a + 2 ; 

/2a+l\ y<M<««+li 

«< /2a4-l\ ■|<'<*«+1« 



0 



Lors<]u'on voudrait donner la valeur 2 « ù p dans la sixitMuc de ces Coniiulos, 
l'intégrale acfjuierl une valeur nulle, après les réductions nécessaires des somma- 
tions pour d»a, comme la valeur qui suit de la supposition pour p: et cela 
doit être ainflïj parce que pour celte nkiir de p h fonction {iStn.(2a — p)x} 
sous le signe d'intégration s'éfanouil elle-niémc. Prenons au contraire dans la 
troisième de ces intégriilcs (r) 2o pour valeur de p, d'où s'ensuit (2 — a et 
de même dans la liiiiliéme et onzième de ces mêmes formules 2n + \ pour 
valeur de p, de sorte que d soit égal à a ci p à l'unité; alors viennent lci> 
intégrales suivantes: 

jq-^jî « (-l)*ï-«^>i,r-«^(l-*-«*)i« (152) 

I -^L—X-i — L — p. (— !)•-• «-«■-«jri-C>-+i)»(i^-%)i.+i.(i58) 

/(, 9 -r 



5S UDDcnoii varïÈmiM Usons Mmèm 

Mais 

(— 1)« 1^ ^ j » ly I* " J" ,-«(|i->a-lJf 

= r-C«H-iH (_ 1)— i [ ^ \ «2., e-(»«+iJt "ir" (_ X)- [ ^ + ^\ e»-», 

lonqtt^on y lliU attention qa'on a identiqucmenl ^jT+i-n) (^^iT^) 
précédemment. La somme des deux sommations devient donc: 

-^«[_Y(-i).f°.+')^+.i(-.>.f 

et par snile enln: 

De cette dernière intégrale et de la formute (153) on déduit par la eomoia- 

tion et la soustraction : 

- ait-ij-^^^ + ^j^^J (166) 

— 1)» ^^"J'^j (156) 

Quand nous ro^^'iirHons les équations (r) de plus prè=, l'on voit que les trois 
premières nous apprennent que l'intégrale correâ{>ondaDlc garde la même valeur 
pour un r quelconque, plus grand que 2 a, si Ton y suppose r-»2a+P' 
même il anil des neariéme^ diiiàme et emiéme de eee éqnaliooi» que l'iQ* 
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tégrale, dont elles exprlmenl la valeur, ne change pour nticun r, pourvu qu'il 
surpasse 2a + 1, lorsqu'on y prend 2o-fl +p^r. Encore peut-on conclure 
de la cinquième et sixième de ces formules^ quand on y suppose 2 a— >|>asr, 
doDe a—r, que leur valmir pour un r qiiek!om|iie moindre que 2 a est 
différente^ sekmque r est entier on non: dans le premier eae on deit ee servir 
de la sûdtaie fonnnle, dane le aecond cas au contraire de la cinquième; dans 
les deux cas pourtant on a 2rf — p = 2fl — r o( 5// =p — p' = 2a — r — p", 
donc toujours d le plus grand nombre entier, qui soit euatcnu dans a — y r. 
De niùuie les onzième et douzième des équations (r) nous apprennent, lorsqu'on 
prend Sa + I — P'^r, donc p i — r, que leur valeur dépend de la 
circonstance, que r soit un nombre entier ou non. Quand r est un nomlire 
entier, alors il faut employer la formule douzième; dans ce cas l'on a 
2d=>pn2a + 1 — r; au contraire la formule onzième nous peut servir, lor<?qup 
r est une fraction: alors on a 2(i— p — p'^ 2a+ < — r-— p'. Donc dans tous 
le» caa ausn on Ironve id que d est le plus grand nombre entier qui ee Iroave 
dans f (3 a + 1 — r). On a donc: 

«' + '• \ r- 



. r>Sai (m) 



, r < 2 c, 
r eiilicr; 



1 



^ '2 a\ 1 

— «(r-taW ^ (- 1)« ^ ^ j «*^J 

«« (_ 1)« l^r-'ï («9 — — JS" (— |«~*^ 

tJ /!Îo\ 
•C»»-'» (l — r-»»)»" — «(«"--^iî -2 (— 1)" ( j 

^ » ^ " / l r fraction- 

_ « r-aa;» X (— 1)» I 1 

cù d le plus grand nombre entier dans (a— î r). 



Mire; 



. . . (Iâ9) 
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_ M ,».,].•• {"1) 

0 \ « / 

0 \ / fraction- 
— «('-*^>)»^(— i;» / J \ . . . (162) 

OÙ d 68l le plus grand nombre ciUier contenu duns 1 (2a + l— r). 

Prenons régal à 2a — 1 dans riulégralc (158) ('-crnl à lîfj dans î'autrf» 
intégrale (ICI), alora» puisque dans ces deux cas on sait que d est zéro, il 
s'ensuit que: 

/■"j-Sia.Saa'.Sin. {|2a — d« , . , , 

/ ^ï+P (-!)•*-*-» «(«i(l-r^)««-«<] 

-= (_l)«2-*»-»ir«f ((1 —«-afji» — !) . . . (168) 

-j-^—j — (-- i)«-i a-îto-» «[«-î (1 

= (— 1)^> {{i — «-«t)"-*» — 1} ... (I a*) 

De niônio donnez à r les valeurs 2a — p et 2a+l— p dans les intégrales 
(151)) et (162) respectivpmoiil: de sorte que dans ces deux cas d doit être 
zéro, aussi longtemps que p reste moiudre que 2: sous cetto restriction on 
trouve : 

15. Dans les trois paragraphes précédents (10) à (12) on a étudié les 
quatre dernièiea intégrales, dont nous nous étions proposé la discussion; et 
Ton en a traité diTors cas spécianx. Tont comme au paragraphe 0, la table 
suivante peut servir à acquérir on coup d*oeuil général sur les résultats, que 
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Ton a trouvés: chaque fois on y a annolé les formules, où ces valeurs spé- 
ciales ont été déduites. Cette table est divisée en doux parties, selon qu'il se 
trouve sous le signe d'intégration lu fonction Sin.'^x ou bien iSin.*"+* du 
reste il est entièrement analogue à la table précédente. 

pour r ~r, «0, mm2a, =ia, =Ûa, =a + 2, —a — 1. 



l 

L 
l 



' Sin.*" X. Sin. rxdx 



. 2* + 

' * Siii.*''X. Co*. rxdx 

"rSin ^x.Sin.rxdx 



Où 92 U ÎA 



13» U6 lU 141 142 m 



157, 158, 159 e,6 152 150 IQ 16^ 



pour = "0, —=20 + 1, 4a 4- 2, =004-3, ™aH-2.»« — 1. 

"SinM^^x.Cot.rxdx 



[ 



/ 



_û. 



ai ai £2 23 as u 

113, LL4 01 un un 



I. 



xSin.^'+^x.Cos.rxdx 

: 160, 161, 162 154 fiû 153 151 ZI lf.4 

jiSinJ^±l x.Sin.rxdx 

— 140 fiA 148 144 U 



De ces cent-sotxante-six intégrales il y ^ soixante quatre, qui ne con- 
tiennent aucune sommation, et ont ainsi des valeurs très-simples: mais aussi 
les autres sont composées de sommations finies, et de nature bien simple, dr 
sorte qu'elles peuvent être aisément développées dans chaque cas spécial. L'un 
trouve confirmé ici, ce qui ressortait de la théorie, c'est-à-dire, que la dé- 
composition des sommations dans un tel sens, que la fonction p — ns restât 
toujours positive, est nécessaire dans bien des cas: néanmoins il y faut ajouter, 
que cette obligation s'annulle quelquefois, comme par éxemple dans les dcuv 
premières des formules (m), dans les trois premières des intégrales (n), dans 
les deux premières, la septième et la huitième des équations (p) et dans les 
trois premières, la septième, la huitième et la neuvième des formules (r). 



5« Bil»1lCnOH NHltCRAUS VÈnSSSS fiMUUSL 

m. DiUONBfBATIOV IS QUILQVI8 TfitOBÈim 
QfiNÉSAUX FOUE LES GAS^ otl f («) 181 UNI E&AOTIOH QUI AIT LA 
]>ONOIIOK 1 — SpCiM.«« + p> POUR DÉNOHIKATBUB. — 

affIjICations de ces THÉOBEMES. 

14. Trois des intégrales trouvées donnent lieu à l'application d'une méthode, 
qui, bien qtii^ totalement indirecte, peut quelque foia Diire naître des résalUttS 
intéressants. Gui* si l'oQ connaît une inté^le 



cl si la constante c esl entiet(.'mL'i)l libre, c'csl-A-diro qu'elle ii est pas assu- 
jettie à des limites de maxiiuuui et de niiiuuiuiu, alors on peut donner à c 
des valeurs difTérentes, et additiooner toutes les équations qui résultent de cette 
substitution: et même quand e est compris entre certaines limites, cette 
méthode continuf subsister, pourvu qu'alors on ne surpnsse pas ces li- 
mites. Lorsque on donne donc successivement à la coiisiaate c les vnlfurs 
fi>9'^ I ,|^4-2,5f + 3.,.A (et que ces valeurs de c ne sont pas contraires aux 
conditions, amquelles il est soumis) alors on peut exprimer ta aonme des 
expressions, que Ton obtient par cette méthode, de la manière snîfante: 

ea>A / e^k e=k 

S I f{x^c)d» s i dxS/im^c) — ^F(e) («) 

Auprès de cette méthode il importe donc de deux points capitaux: pre- 
mièrement et surtout, que la sommation des intégrales puisse se réduire à ta 

sommation d'un seul filOteur, et que cette dernière sommation de nouveau 
puisse être exprimée par une fonction finie — et pn second lieu, que dans le 
second membre de 1 équation précéiienie la sommation puisse se faire vérita- 
blement, c'esl^-dire donner lieu à une fonction fermée: lorsque cette der^ 
niére condition ne se trouve pas remplie, Tinlégrale définie est réduite à une 
sommation, c'cst-é-dire é une série, et Ton acquiert un de ces résultats dont 
on a déjà parlé au paragraphe premier. 

Pour en venir à l'application, que je me proposais ici, il faut employer les séries 
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Ces séries sont ooonacs, mais on peut aisément se convaincre de Piden- 
iilé rp^ formules: on n'a besoin que rlp dévnloppr'r nrfufîllement la som- 
mallon et di' multiplier ce déTeloppement par le (letioniinyteur de la fonction 
rospecUve; dans la première équation on obtient des produiU de deux cosinus, 
que Ton peut réduire à h «omine de deux C08ini»> comme du» la seconde 
il faut décomposer le prodnit d*une sinus aTec une cosinus dans la semme 
de deux sinus. En tous cas les formules deviennent identiques. 

Lorsqu'on sait en outre (\\v' h valenr de y est comprise entre — \ et +1, 
les fonctions y' cl y**^' s annutlent, lorsque « diverge vers Tinfinij et l'on 
obtient dans ce cas de Lim. a ^ oo : 

Lorsqu uii prend la différence de ces dernières équations avec les formules 
(l) il reste: 

1f^mt^y*+i Sin. ^ Sin.at—ySin.{ ia-\]z\ 1 « (' 
; 7~7i 7^ ^fStnju , ou bien — — ' ^ . . -- ^y'Stn.m \ 

Et d^ict Ton déduit bcitement pour ««• f« et y — p les équatitms suifantes: 
/■•s /* /* 1*1»' 

Le premier couple do cet fennulM peut donc ser?ir lorsqu'on sait, que » 
se trouTO entre leê limites léro et rinfiai, iiiitf Tautre seulement lorsque $ 
n*est pas situé hors des limites « et l'infim: dana toutes la valeur numérique 
de p doit rester moindre que Tuniié. 

w» ma mnm. ma. iBa wommL. Mutn». wm. V. 



.p'<i; 
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(167) 



15. Lorsqu'à présent on considère l'iolégrale (22), on s'aperçoit i|u 6ile est 
Irés-propre à être sommée raivait les vslears «ncceesives des r, pourvu que r 
soit plus grand qw a; mais de Tintégrale (1 ) il s^eosoit que la même ?aleur vaut 
encore pour r»a. Prenons donc dans l'équalion (C) el ns r, on ouni 

\ lï « lu «««(i— «)«« it fif-i^t-v)" 

ri « f* î — p ï 

.1 1 f 1 + 

et donc 4-°- > - (■'/ ^ pow jp—l fies) 

7 - p * ' 

; où i on a transformé les sommations de la manière suivanlo: 

ce tjui est permis ici, puisqu'on a p plus p<Uil que I unité, et donc d'autant 
plus pe~*^ «m p Kfi plus petit que Panilé. 
D*aprés la formttle goniométrîqoe 

2 [Cm. {(a+l)»}-~pCM.a«]ClM.«+l«--|[C!»a«<--pCNL{(a — ])#)]Cbf.«j» — i 

on déduit encore de cette intégrale (1(>8) la suivante 

Si de même on prond en considération Tîntégnle (157), on voit qu'elle 
permet la même sommation A Tégard de r: et tout de même enccw» llnlé- 
grale (i60). Mais dans la première il faut que r surpasse 2 a, cl dans la 

seconde que x soit plus grand que '2a -j- 1, tandis qu^es inlt^graies se tlian- 
'^mt rospecli vemenl dans les autres (08j cl <jiii sont trouvées précé- 

liuDuneiit, aussitôt que i atteint ces limites. Soit donc de nouveau na égal 
M r dans les formules (C) et (D) et puis dans l'équation (D ) 2 a et dans 
(C) 3 a + 1 la valeur de «. A présent il faut distinguer les deux cas, que i 
soit égal à l'unité ou qu^il soit plus grand. Dans le premier cas oii s est l'unité, 
il faut diviser la sofnmnlion dans la formule (D') depuis 2a jusiucn à l'infini 
dans deux parliez: piemiérement le terme pour n égal à 2a, pour lequel il 
faut employer l'intégrale (68), et ensuite la sommation depuis a 4- f à l'infini. 
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où alors la formule (157) doit dous servir. Ouanl ù lu sommation duii.s l:i 
formule (C), qui ta de 2 a + 1 à rinUni, elle est de nouveau égale à un 
lenne détail pour la valeur 2a + 1 4e ponr lequel vaut l'ktégrale (00), 
et. puis & une somuntion depuis Su -f- S juaques à rinfini, où il faut em- 
ployer la formule (100). Lorsque au centraire s est plus grand que l'unilé^ il n'y 
a pns lifii diviser ainsi la sommation, pour laquelle vaillent dès-lors seulement 
les intcgrales (157) et (ICO). D'après tout ce qui vient d'èlre observé^ on a 

/*Sin.îasx~pSin.\(ia—\)ix]xSin.^x, 1 • f" irSin.^<'xàM ^ 
I ' ' - - i ' _ ^jj" I SilL9êM\ 

« (- 1)» 2-«-> « j~ 1 + «t ^^~^^| 

1 « 1 iB. > 

P*J» to |«*^ti 



rCo»{{^a■>r IVl-pûw.îajuf 1_ ^ /**<S«n.«o+i«i 



8«* 
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OÙ Ton a fait usage de la Torinule de réduction (w). 
A prêtent on a les équations goniométriques: 

[Sm p&n, {(2o— l)ar}]5i«»««+i[€!9». {(2a+l)x} — pf*». S a x «. 

» [5ot. {(2a+2)x} — p5w. {(2a + l)*}].Vm.«-«, 

— 2[5ta.((2o4-2;«j -pS«i.{(^-l-l)»}]Sifu««+««+[C«».{(2a4.1)«) - pCot.2a*\Sm.^+^t ^ 
» [Cb*. {(2 a + S) «) — pCo». {(2o + 2)*}]fl6i.*^»»; 

ol si l'on emploie ici les formules (170) et (172) il vient: 

/' ^ ( (2a+2)«) - p-S.. ((2 a+l)x} xj^»" _ _^ 

1 — 2pCo».* + p» P 

(a»t.{(2a+8;x)- pCM. { (2a-t-g»x&n.«^-fi^ , ^ (l_,-Sv)7a+i 

Mus on ^ut lout-de-méme faire usage des théorèmes (A') et (B) auprès 
des même;^ in^'grales ('25), (i5î7) et (KK)), sans avoir aurum'moril l>osoin 
des théorèmes suivants: et ceci est d'une grande im{>orUincc, parce que celles- 
ci contiennent de nooToau des sommations, dont les limites ne sont pas indé- 
pendantes de rargvnent) soivant lequel la sommation doit afoir lieu, et qni 
par conséquence ne sauraient servir ici. Pour cela en premier lieu 11 faut décom- 
poser la sommation de zéro jusquesà Tinfini dans un terme ilétachû, qui vaut 
pour n f'gal à zéro, et dans une sommation, qui procède de l'unité ù l'infini. 
Ensuite aGn de satisfaire aux formules mentionnées, on ne doit pas perdre de 
vue, qu'elles M valent que pour de* talaim de r plus grandes que a, que 2 a, 
ou que 3 a I respectifement, de sorte qu'il n*eM permis d'an fiire osage. 



r 
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qu'autant que Ton suppose 5 plus grand que a, que 2a et que 2n + I l'es*- 
pectîvcnient. Eu égard i ces obsenrationa diverses, on acquiert par les 

théorèmes (A) et (B'): 

(" 1 — pCo$.$x Coi."» . ss. ["Cosfixdx „ 

I C djc 2 B" I Coâ.n$^ 

J l—ZpCoi.MX + p*q*+x* It^ J + 

=[f^'+*-'-;'-+'-^?.^^->"' « 

I ^ 7-7-. -dx = Sl^\ --8bt.ntZt:^Sp>\ r- 

— ^ pu (— 1}« «-•■-» (*»—#-«)»■ mm (— j;« « («f r-l)«" «-•*» 

1 1 

(— l)«2->*->jil<ï — ^,#>8a; {1»6) 

- — T— 5 : — r — — — T- dx = £f» I — Cot-nix 

+ («» — «-»)>»+» J" p" «-^J 

+ (*_r^t-£-;l,t>t4i + l; (177) 

OÙ réquation de réduction (w) était nécessaire, ainsi que l'intégrale (154) en- 
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euro auprès de lu dernuM C. Lorsqu'encoro on soustrait le double de ia forinule 
(177) de rinlégrale (154) on obtient: 

1 — tpCot.tx+p* ^*+«* *^ 

+ ^Jp ].«>2a.h]; (178) 

L'on n"a pas encore Iransfornu' lii roi nnile (j:), parce que l'inlégralc dans le 
second membre de colle éi|uation acquiert une valeur différente, selon (jue 
If !>oit pair ou impair, coniuie il est évident d après les formules (21) et (22). 
Avant cependant que nous passons à celle substitutMM, noos dîmimieraiis If^ 
double de celle intégpnle (x) de Pint^rale 



cesl-â-dire: 



Donnons à présent dans les formules (z) et (y) à a successivement les 
valeurs 3a el 38 + f; il vient 

+ 4 (» + a] • 

i — . /L — r— » -r7~^ — - h («»+•-•)«■+» — ^ + 
^ i—tpOthêx + p* + çM — p " 
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Analogucment aux intégrales (25), (1^7) et (160) l'on a trouvé encordes 
formules (45), (90) cl (9i): mais à ces dernières Ton ne peut pas appliquer 
celte méthode-ci, ru qu'il s'y trouve des sommations de fonctions d'Intégrales* 
Exponentielles, et que l'oo serait conduit ù des sommations doubles, parce que 
dans fétat acloel de Taiialyse Ton ne possède pas encore dee formules pour 
l'addition de ces fonctions. 

Du reste il ne faii( ji^s perdre de \uc, que dans loiilos k's formules de te 
paragraphe, la valeur numérique de p ne doit pas surpasser runilt', ou (|ue 
/)- doit resU;r moindre que l'unité. Mais il s'ensuit de là que le dénomiiiHieur 
dans toutes ces intégrales peut très-bien devenir 

i '^■2pCos.sx-\-fi' au lieu de 1 — 'ÀpCos.sx -ir 

puisque il n'y a (|u'à prendre p négatif: dans ce cas dans les valeurs des in> 
tégrales p" deviendra ( — p)" et — p de même C + p. Tocyours alors on 
garderait la condition: p* plus petit que l'unité. 

El cette condition que p^ doit rester au dessous de Tunilé, se laisse chan- 
ger facilement dinis la condition contraire, que p'doil toujours surpasser l*anîti^. 

Il faut seulement supposer p—^: alors les dénominateurs sous le signe 

d'intégration gardent la même foraae: car 

les puissances de p doifuit être prises n^tivement, car f — 
enfin le dénominateur, qui se présente queiqnefois «bns les valeurs des in- 
tégrales, devient e^ ± ^ ~r (p' ± f ). U n'y a donc aucune dii&aiitti 
pour quadrupler le nombre des intégrsies (167) à (i8'2) pour p = p, = — /s 
"rOl""— '-j et nous laisserons cela au lecteur. 
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IV. DÉiiONSTRATION D£ QUELQUES THÉORÈMES GÉNÉRAUX SUR 
LEB INTÉGBALES DÉFINT1B GiNliBALEB 

IG. Les mêmes intégrâtes, qui ont servi dans le paragraphe 14, ù «iéduirc 
les 'théorèmes (A') é (D ), penvent être employées aussi en «pplication des 
•formules généralea (A) et (B). A cet effet il feut considérer, que l'on a troumi 
dans les intégrales (31), (33) et (35): 

Jn 1 +' »\«/ g I \«» + «/ 

("Cot^'x.Cot.nts , _ . . ^. ^ ^ 

9 — 

et 

9» +»• 3 0 Vn + « + lJ 

/■*Co»>+ix.6W.n«x . . 

et de ces deux paires de formules on peut déduire à présent, d'après ie théo- 
rème (À), les équations suivantes: 

/* Coi.»"* nr (/2«\ " / 2a \ î <■ ^ 

l Wjq^*^= -[a, {( ^ ) + 2 f +C+'-*)»--SA^.J .•>8ai.(P) 

Encore a-t-on d'après les formules <I57) et (68) 

t*sSUL»'*.am.MM _ , „,>2a; 

donc le théorème général (B) nous fournit ici: 



aÉOUCTION D UTTÉGRALES DÉFINIES GENERALES. ^ 



Enfin on (rou?e par rintermédiiire des formoles (154), (160) et , 

f> + •» i 

« (_l)«-l2-»<i-»;r{(l— c-S9)ï''+< — 1) ,n» ^ 2a + 1: 

et Ton en déddit, par l'appUcation de i'équalion générale (A), les formule!»: 
— ^j«^J — t~»J*<H-i^A,«-"sJ,«>2a+ii . (S,) 

L'on peut eosuile satisfiiïre an Ihéorèmo général (A) avec les mômes in- 
tégrales à l'aide des suppositions suivantes: 

. Cos.'x.CoB.ps ... »5»«>x a&'n.to ^'j.Cofcpf 

/f'î ^T»- - + 

el de iiii iue au lliéoréme générai (B) lorsqu'on tiiil usage des suppositions 
Cos.'' r.Sirt.px ^ nSbnf'M.Cot.px tS^i M^'^ m.8m. px 

- - , . + X. - • — r+ï^- — • 

Alors on obtient d'abord: 

/" Cos.^x.Cos.pxàm f^Cos." x.Cot.pxd» 

/• Co»."r.i>t».px(lx î /""^ , Cos. Un i — p]s] — Cm. { (n ê-\-p) x ) [ 

— ïM^^î — r+ïî — 

0 

WM« BM MTCVII. Vm. MB KOSIXBL. AKAWatB, WBL V. 



Digitized by Google 



66 



jf ^7+^? 

Ici donc de nouveau, comme dans ia |H'cmiere paitie, il faut princifunlc- 
ment lairc alleiition à ia valeur de n$ — cl dans la suite de notre discu&- 
m on s'»pareevn bîoitôt qoe ce qae ceUe T«Ieur dont il faut tenir 
compte, à propoe des limite», que nous devrons prendre pour cette diffé- 
rence ns — p. 

Auprès des intégrales [25), (157) et (KID), (ioni on aura à faire usaj^o 
ici, leur valeur est la plus sim[ile, (juand Mi — /) reste su(>érieur à a,2 <?, et 2fl+ I 
rcspecliveuieiU (où eucore dans le [treuucr cas il peut atteindre cette limite 
minimum do a): autrement poarUint, les formules suiventes, qui c\|jriincnt la 
valeur de ces mêmes intégnles pour le tas, que ns — p devienne Inférieur 
à a, 2a, et '2a + i respectivoincnty introduiraient des sommations, dont les 
limites dépendraient de la fonction ns — p e!le-mc*m<» : ce qui donnerait lieu à 
des résultats, eu général bien embarrassants, Atin qu'en eflct i on ne se Ironve 
pas conduit à ces formules plus compliquées, il faut et il suffît, que les iné- 
quations précédentes vaillent pour la plus petite valeur de n, c'est-nnlirc 
pour » égal i Tunité: d*où il résulte pour ns — p plus grand que ou égal à n, 
pins f^rantl que 2 a et que tia + 1 les inéquations correspondantes; y plus 
grand que ou égal a s + «, plus grand que » — 2fl el que s — 2« — I. Lors- 
que cependant un veut faire usage encore des intégrales (68) et (09), les 
deux dernières inéquations se changent en telle sorte, que p {veut atteindre 
les limites inférieures respectives »->2a et s->2e—l, quand les inéquations, 
qui comement US— p, subissent lu même changement, cVst-à-dirc que cette 
fonction peut devenir égale à ses limites inférieures 2<i et 'i + I respecti- 
vement. Dans ce cas on doit évaluer le seul terme correspondant d»; la som- 
mation d'après ces dernières intégrales; on ne doit pourtant |>as oublier, 
4i'y ajouter le terme restant sous le signe de sommation pour l'unité comme 
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Taleur de n, où doDC «« + p est rcspeclivcmcnl égal à 2p-f 2a el à 
2p + 2a — 1, cl cela en se servant des intégrales (157) et (100). Donc, lors- 
qu'on se contente de ces valeurs des — f, les formules [z) acquièrent la forme: 

+ + («M + A* r-«9 fl'iî 

» I 

où })<ii > Sp<«j cl I« pl*i>} S^iind nombre entier contenu dans | (a— p) ; 



• 9 • I 



,p>îo,»>4«} 



( /> entier i 

— «r^-iwlff i (- 1 )» 1*^*1 4- («» - {e-« — iW) ^ A, «-«î] J (V») 

— «(i^s-)? i^^^^^ + (««— — ^ «""^J 



p fluUonBtin-, 





»8* 
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/%. i») '^''^t^r^' - A. (- 1)- a-»— r-î)« 

-"f , p= « — 2a, 
(....-- 

-= (— l)a 2-i«-i w [— ^ A , 1(1- e-«P9) (1 — <-ïî)»« — 1} l 
+ _ r^)^. |a, #-« + (r-M - -WJ ii A.*--»* j J j 

— jA, {(l+r-»M)(I— «-SN)S«— l}4-(««-e-»^a«(«-«_««)-^Ai,e-"«l/ 

« (— l)«2-a»->7i[A,|*-M(e» — i(— l)» [^J*)*"*"'] p 2a, 

- ÎA,{(l^«-Vl)(l_r^;M_i|+(,,_*-H)i-(r-W-'«M)|iA,r-«»]y 

Uans ces fonnules d est le plus grand nombre entier contenu dans (a-<*Jrp). 



1 « f,p=*— 2«; 
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T, (x) y . A,(-l)°-»g-fc^^f-l>f(<f-r-t^+1^ 

/.p>2a + l, 

1 ^ ... (X.) 

— (—!)•-> £-5— *«(«f-#-»)««+' JA. + + A,«-«»J I 

— JE" (— IJ* + ^ j «ï»v j + _ (ew + e-P7) ^ 1 A« e-"i\ J«*»«î ♦ (Xj ) 

mm (—1)^1 «FA, «-•)«*l'ï_|(ta+l-r)tJ(_lVl /**+^\ ,p<2 ,4-1, 

Il » V • / f ii;» < 
•* /2a4-l\ ) 1 « /fraelioniMiire; 
_ ly I I j + (a, ,-f)i«+i + a, r-«] | (X,) 

— (_l)^i«-»^t,[lA, {(1 +,-lw)(i__e-«r,iM-i_i) i (xj 

4.(t«__^)sa+i |A,«-M + («M + «-/'s)i-£A«e-«»9jj ! 

' ^2a4-l\ ) f,p=»— 2a— 1. 

0 \ « / ^ U entier; . {XJ 



-f- ^A, ((l+f-V»)(l--»-»<)««+«--l) +(«»-«-<)«-+• («P»+«-P9)i JA,e-»»»l i 
2 * t J 
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ici Ton a d le plus pi iulI nombre entier coolenu dans ^ ('ia -f 1 — f) 
— ^, — =j^8,(-i)»->«-«—»«y-*-i)«-+>[«->iTP>t_«H-»t;'t]l 

- (— * « (•«—«-»)«» H (^-*-») IsBm r-m j ( ï i) 

2 s 

» (— 1)^1 ih-fti-s, ^1b, {{1 — « -Vf) (1 — _ 1) 

4- (ri — <-»)««+! («w — « - /»>) - B« «-""J 

A I égard des limites pour les conslaiilrs, qui se trouvent dans ces formules, 
i'I entre les(|unlles seulement rps formules valent, on les a dédiitfes d'après 
lo» considérations suivantes. Dans l'intégrale (T,) le coefficient de A„ a été 
tltUiiiit de la formule (25) où p doit être > a ; donc, parce qu'aussi p est 
< s— a, on a encore Sa— s>0: dans l'intégrale (T,) on a fiiit umge de 
('24) dans le même bul; et puisque p y doit rester moindre que a, oncom- 
hinoni colle inéquation avec l'autre p<s — a, pour en tirer 2p<s. 

l'our lu formule (Lî) il n'y a que la condition p < s — a, qui y estliécessaire. 

Anprès des intégrales (V,) et (V^) le coefficienulo \^ est déterminé d'après 
In formate (157), comme auprès des intégrales (V.) et (V,) d'après l'équa- 
tion (158) et pour les formules (V.) et (V,) d*aprés Tintégrale (159): de 
sorin que dans ces d.-ux dernières intégrales (V,) et (¥«) p est fractionnai», 
landis que ;> est enlioi dans les deux précédentes (V,) et (V,). Do plus, dans 
1 intégrale (V,) on sait que ;/ est plus ^rand (jue 'in, donc, si l'on a égard 
à la condition que p est plus petit que a— 2 a, il s ensuit que * doit être plus 
grand que 4a: pour les int^iles (V,) et (V,) on a p plus petit que 2a, 
donc, puisque aussi p est moindre que 2 a, on n 9f plus petit que s: dans 
1.1 formule (Vj p doit rester ati dessus de 2fl et être en même temps égal 
a ii 2a, du sorte que l'on a 2/> plus grand que s, et Aa plus grand que s; 
Ijour les intégrales (V.) et (V,) enfln on a la condition que p reste au dessous 
de 2«, mais encore on sait que p est égal à «—2 a. donc il s'ensuit que 2p 
soit moindre que « et que « soit moindra que 4 a. 
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Les inlégnilet (W,) et (W«) valent nepectÎTemcnt poar p plus petit que 

s — 2<j et p égal à s — 2<i. 

Dans les inlégralcs (X,) et (X.) la formule (100) csl omplovéo pour liou vit 
le coeOicient de A«j de môme la formule (101) dans les intégrales (Xj) et(X») 
cl la foraïuie (1C2) dans les intégrales (X^) cl (X«): il s^eosiiit que les dcus 
dernières (X,) et supposent p fractionnaire, celles qui précèdent, e'est^à 
dire (X,) et (X^) au contraire Axîfeni que p soit entier, EnsuilA dans Tinté- 
gralo (X,) on a p plus grand que 2<i + 1 et encore p moindre que .< — 2a — i, 
de «iilo (|ue .s doit surpasser 4a +2; dans Jes intégrales (X,) el(X^) p doit 
être plus |»Llil que la + \ et encore plus petit que s — 2» — I; donc 2/» 
doit être inrérieur i a; dans rinlégrale (X^) on a p plus grand que2a+l, 
mais on a aussi p égal i <~2 a— I, donc par conséquence encore 2/) plus gniiMl 
que s et s plus petit que 4o+2; aupK's des iulrgrales (X,) el (X^,) enlinon 
a la condition que p soit plus pelilc que 2« + i, mais nn tn<'nn> frntps p fst {«^.A 
a «— 2û — if donc il faut que s surpasse 2;>, et que s reste inférieur à 4ti + 2. 

En dernier lieu les intégrales (Y,) et [\\) valent poui p nwindre qoe«— >t2a— 1 
et pour p égal à »~9a~l respectivement. 

Ces diverses conditions, auxquelles les quantités p et & sont assuii itiis 
mutuellement et a l'égard de la troisième a, nreessiliMiI, d'après des (iisciis- 
sions anlériotires, qu'auprès des intégrales \\, V , \„, W\, \ ,. \j, Xr et \., la suni- 
nialion depuis l'uiiilé jus4}ues a c doit élic décomposée dans une sommalioii 
depuis S à c et dans le seul terme délaclié, qui vaille pour la valeur de » 
Tunilé: et ce terme acquiert chaque fois une valeur spéciale, comme coefTi- 
cient de A, ou de H, rospectivenicnt. 

Os viiifil-lrois ( (pialioiLs (P) à (Y) cofis(ilin'iil de nouveau autan! de (fii'oré- 
nics dillcients, qui ont la supposition [ii^ pour base connuune avec les liiéorr- 
mes, que l*on a déduits ans paragraphes 3 è 4 de la pronîére partie. ËJIcs 
pourvoient à chaque cas spécial, où l'on doit en faire usage, selon qu*il en e«t 
éxigé dans les applications. I/on $a|icrçoit qu'elles ne dépendent que ilc la 

c 

sommaliott bien simple Xr<-"f*- 

Mais 'û est rémarquable que, lorsqu'on suppsc des autres équations de condi- 
tion entre les éléments p,» et n mutuellement, ces mêmes intégrales, qui vu trou- 
vent ici dans les formules (P) à (V), drpendenlde sommations doubles, exliéinc- 
ment compliquées, en ce que la forme de l'une sommation, dépend des limil»'s 
de l'autre, tandis que le terme qui doit cire sommé, est fonction de l'inlégrate Cx- 
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|K)iicnliclic. Celto remarque met en évidence, il nio semble, la nécessile de 
la marche plus ou moins indirecte de celle niélliode, que nous avons suivie 
Aixis les parties première et troi«éme^ d*où il résulte que Is valeur d*ane inlî>' 
grolc délinic peut dilTcrer de beaucoup quand les circonstances changent h 
IVgard de la dépendance mutuelle des constantesj qu'elle renferme. 

T. APFT.1CAT10NS DE CliS DERNlËIi8 THÉOKV^MES. 

17. Pour Tappltcation des formules génénles (P) à (Y) nous pouvons supposer 
en premier lieu 

, ^ 1 — rCo*.»x «5 «0 ^ 

on plutôt 

« — + Xi^Caê.n»x \ 

\—2rCos$s-{-r^ 1 - r> 1— r' , j 

r* <1; 



(aa) 



, , Cos.ss 1—1 . 1 1 + * ^ 

&n,sm 1 « 

Uti a déji traité de ces formules au paragraphe i4: voyes-lâ les équations («). 
Iri donc on a respectivement: 

X * A ^ 

«1» — , , . Au 



1 — r 



r 1 — r* r 



Donc puisque 

^ « ^ £r-r-<9' - -— • 

pur riutcrmédîairc des équations générales (P), (Q), (R) et (S) : 

/• CmM* dm «-■»-! w,/2a\ 2o\ . ^ î»- 1 ^ , 
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— d» — (—l)««-lii-lir(«f— «-•)«« , 



. . . (185) 



^ j-*»-â _ÎL_^ r,-(îa+t>, f (1 — i(»i+tl*|)(l — r^pm+ï— 

" ,'2a-l-l\ ) 

24 

WW- C!l lUTHimi. tBRB. OU RMOIlRt. AlAMlilB, MSL A'. 
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'Des quatre infc^^rralos non niiiiiérolées, la première est déjà duduile dans Ih 
formule (180), la seconde dans la formule (182), la troisième dans la formule 
(176) et b qaalriènie dans la formule (178). 

Ensuite les éqiiatian» générales (T) à (N) nous foornisseiit les suitenles, 
lorsque nous employons les aiémes suppositions {a a) et les mêmes formules 
de réduction (a 6) pour les sommations, qui se présentent ici. 

Cos.<*x.Cci,px J,r Z—o-^n r f -m] 

.... (190) 
. . (192) 



1 



el' — rJ 

Dans les intégrales (180) et (192) d est le plus grand nombre entier con- 
tenu dans î {a — p). 



/ 



Cot.'x.Sin.px.Sin.sx dx . t ^ 

1 — 2rCo*.»« + r' g»-f.jr» î «I»— r " 



0 



« ('-l)«i-*-' Y£;:î(*t-.-»)>-(r^^ + (r-w-<w)^j] 



. 2p>4a<«; 
(IM) 



Sin.'^'^ X. Sin. px * , 

dx — 



1 — 2rC<w.*» + r» 7» +«» 



/2a\ r I 



p entier; 



.... (105} 



^1 
0 



^ l— r»r ' #»•—#• 0 \n/ pfraction- 



P 



= (— 1)» 2-î«^' j^£^ J— r ((1 - e-^fx)) (1 — e-ï»J2« — 1) + 



+ (,f_r-»)>«"(*-|.»_«M)— entier; 



>p fraction* 
84» 
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+ , tp>4a<ti .... (SOO) 

- (- !)• J—i [(•»- + «*•{(«»- 

9 r 1 4- r 

•s (— l}- £-2»- 1 ^^^^ _ {e-p^ — ^) + 2 r 1 («« — «-«)»<» <-P9 — 

— c(»«^)«i(~l;"^^jj<r-«WJ»-««)»J(— l)»^*J*j««>^j],^ . (202) 

. (_ ly. £-aa- 1 [(I» „ ^t)t. jg r r-M — ( («OS) 

pÂiotîoDDijif; 

+ «fl+r»)-8r<(i-f)»i(-l)«^**j «-ftH-»rilP->-)ti(— D- 1*^"] (20$) 

Dans les intégrales (195) à (205) d est le plus grand nombre enlicr coDtonii 
(Tans {a — \ p). 
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'Sm.*''jeCot.pxSiHMi x nri \ 



• * ■ 



-►#'r-».-«:»|(-i)«^^*+^|.a.,].,>2/,<4« + E,;,e„t,«; . . j^joy) 

/,2p<j<4a-i.2, 

^ j («11) 



2 a— 1, 

f entier; 



-'V 



s BÉMXinOS VIintGBALBS DtFlVUS GÉRtULSS. 

' J.2/'<«<*a+«, 

* /o-i|\ 19 ^^\ fractionnaire; 

l^%rC^.»^r^ ^' " '"^ UTT» (-•-• -^«-H» |£r + 

4- («^'^ r-«)^^J . 2i»>4a+a<»; . . («U) 

1 T t. ff '~ — y 

f ««-l /2a+l\ f''/'^*<-' 

— ( I |r-0^-«X(l-r-«v)«M+i-i»»+i-*»î* S (—!)"( J j*-?"»— >P «»twr } 



',p=ii — 2a — 1 , 

entier} 

(218) 
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llans ces intentes (S09) jusques à (219) d est le plus graod nombre entier 
conleoa dons l (3a + i— p). 

Sin. p X. 5m. « j; 

+ (<t—»-I)iH-l — I 

' * ' 2r e-?» — rJ 

De ce dernier groupe d iiilcgrales (189) à (221) on pcul déduire encun- 
des rôsallals remarquables^ en combinant quelques unes de ces intégrales, cnrn; 
lesquelles il existe une certaine analogie, par voie d^addition et do sons- 

sfrnolion. 

Ainsi la âommc et la différence des intégrales (191) et (192) avec (I9**) 
nous fournissent: 

/" Coê.'t.CM,{($—p)x ] dm g-"-' », . rf(»-pW+tf» 



;> a»t — — 1 ; 
(Ml) 
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1 — êrCW-Vx-f r» '<?» + s* 1— r> î r**"*" * «t'—r 

Dans C(>i> furimilcÂ d est le plus grand nomlire entier conlunu danâ 

Lorsqu'on prend t pour f 4- p dans les deux fireoiièrcs formules, oinsi que 

pour s — ;> dans les deux dernières, alors les intégrales cllcs-mèincs acquiè- 
rent bien la même forme, mais les n'sullats difTèrenl à raison des inéquations, 
auxquelles /, s cl a sont assujotiis, et qui les licnl entre eux inulucllemenl ; 
ces conditions peuvent facilement s'établir à Taidc des inéquations qui ont 
lieu entre p, s et a, et Ton y a ajouté la première, qui est quelque fob une 
conséquence nécessaire des deux autres, afin de montrer plu» clairemeol la 
différence, qui y existe. Il vient: 

C0t.''x.CoM.tx dx 2-0-' rr ( Il \ . 

l r^« ,cb^..+,.,-+.. - iz?,(''+'-')^i'"-"'U_-,+') + 

où d est le plus grand nombre contenu dans i (a + s — /), ( < 2 « — a, 
3<<Ss, l<s + «r. 

+ r(»-#-«)?^ |"j e»«»] . <>«»l<>5*,l>t— «; (4*5) 

o:i d f«:t |p plus -rrand nomljie conlcnu dans j (a + t — s). 

La somme et la dilîerence ûes iiile-çrales (200), (201) et (202) avec (2(Ki), 
H do même des intégrales (205), (204) et (205) avec (207) nous donnent: 
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d /2a\ , ,^ /^o^ pfrMtioniHifB: 

_ f«(«<<-p»^ (_ i)« ( 1 «-tes _ raO'-ïo)» ^ (_ 1)" ^ ^ j i3"?J » 

_ • f f<ft 2f gpq •» 

2p<.<4«, 

_ l)o £-$«-1 4.r "ï' (— IJ» «-«"9 + 

4. r«(p-««)»JS'(— 1)" 6^"ïj ,;;<< — 2a,*> 2f/<4a,pentier; 

J— .r*l «»•— r u \"»/ 

+ r «(P-»)t J" (— 1 )» ^^J^ «*"«J ,p<«^*«i«>*|»< 4 0, jiftMtMMMMii»; 

Wll* IR HATUUIS. VKML M» RMOlittL. AKlKaiE, WWU. V. 
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4- r •(«—>'>» J)» ^^J" j + r ^ (- 1)» \^^^ 

Dsos ces intégrales d est le plus grand nombre eotier contenu dans {a — ip). 

Lorsque nous prenons d-.ms les six premières de ces équations / [lotir s+p, 
de niêmfî t pour s- — p dans les six dernières, alors la fonction intégrée devient 
de même forme, lâiidis (|ue les inéquations difTcrentcs entre elles en in- 
diquent las divers cas, pour lesquels chaque valeur spéciale peut exister. Ainsi 
Ton a: 

» 1 j»4-.a- . .-.^^ U-,,, /-^ 

« r ,.a-+.-O.Ï (- 1 / e-»«v- r-^r--.:. | (- 1)" j^^j H l'^^^iT) 

I<f + 2a, 

. i. /2a\ _ „ i,, /2a\ „ 1 <— <ft»otio«- 

-l-l)-2-.->j_;,[y-^-«)«.(f*-').;^^+^_-4^ ..... . . fw») 
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e=(— l)at->^l Ire" — {r<(» -'19 4 \ + «<4a.l— « 



1— r»"- l «^—r «9»— r) ,<^4a,<_, 

</ /Eo\ '' /2a\ - ftwlionnaire; 

+r»— r«(«-+'-<3«^(— 1/{ j€-*-«— «f— !)•( j #«-lJ (£81) 

Dans les formales (226) à (S3t) if esl le plua grand nombre entier con- 
lenu dans t (3 a + a— l). 



» (-lyi ■ + f <{«*»i-t)t ^ ^ j + 

25* 
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Dans les intégrales (232) à (236) d est le plus grand nombre entier con- 

Ipiiu (hns 1 (2 n -f / — s). 

LYqualion non nuuiérulée, qui se trouve entre les deu.v intégrales ('iôl) 
et (232) a déjà été déduite dans la formale (194). Lorsqu'on compare ces 
résultats des formules (226) & (236) avec les autres déj& trouvés précédem- 
ment dans les foraiules (194) ù (199) pour la même intégrale, on voit qu'elle 
est évalu»'»' par conséquence dans dix-sept cas dilTérens, qui dépendent de 
relations uiuluclles très-variées entre les élémens l, s et a. Voilà certaine» 
ment un eiemplc bien remarquable, de quelle importance les valeurs spéciales 
lies constantes sous le signe d'intégration peuvent être quelquefois i Tégard 
de la valeur d'une intégrale déflnie^ et combien on a besoin de cûrcoiispection, 
lorsqu'on veut décider précisément pour quelles limites d*une constante quel- 
conque une intégrale définie acquierro une valeur donnée; nos théorèmes of- 
freiit des mesures de précaution a cet eO'et, que Pou n'a parfois que trop né- 
gligées. Un second exemple pour Tapplication de ces observations se trouve 
encore dans l'intégrale suivante. 

Lorsqu'on combine les intégrales (220) avec les autres (214), (215) ot (210) 
par la voie dViddition et de soustraclimi, et encore de même Tintégrale (221) 
avec les autres (217), (218) et (219), Ton obtient: 

/*'-Stn>+'x.Co.y.[f.î-t-;r.r) -rdx n ..r / . 1 \. 

„ 1 - » r a. . X + r- H--^ ,,_!)>■■,-..- —(^^^.[^ [r+—}+ 

«9» — ri 

ri;|'---^'{'-''('+5b)+^}-.f<-».-i, 

»>2/.<4a+8, 

- (-1)--*— t(«.~e-.,-t» H'+^-r*»"^!" • "< '-^ 
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&n.«a-H j. Cot. {[s -f p) x) xd* 

n w 1 r»««4-«-J»ïl — — 

1— r i ** — r J p entier; 

= (_i)a-» Si-aa-8- -Lfi^e-^fa^i ^î— -, p<*— 4(1—1, 2j>>4a+8<»; 

— i- ^ (— 1)" "^"^ ^ j «"^J ,;»<•— *a— l,*>2p<4a4- 2, p entier; 

— r <0»-«^»)»S l)" ' ~ + ^ ^sn,] , «>gp<4«+B, pftMtkmnwre; 

ft \ n / ■■ 

/2o + l\ 1 

— ri(P-*-»)9-S(— ^ j , 2o — 1, 2p<*<4a + 2,pfractionnaiie; 
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Ici d osl le plus grand nombre entier contenu dans t (2a -j- 1 — p), 
Locsqu'oii prend de nouveau i jjour s -j- j) dans les six premières formule!^ 
et à» fflénw t pour dans les six dernièras, Ton obtienl sinsi àmm exprès- 
sioDs diiïérentos pour la même intégrale^ qui tsIwiI respectÎTemMit pour des 
valeurs difiéraules de I, c'esUi-dire: 



-i- " ^^y j .<>6a + 8,*>4a-^2,(>«-J-2a + l . , . (287) 

• \»/ o \«y Jnwre; . . (as») 

— „(IW*>i-»'^(_iy^''+'y^i , _ , ,^,., „ . (Ml) 

Dans les formules (257) à (242) d est le plus grand nombre entier con- 
tenu dans i (2a-{-l +t~f). 
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1 — irC«fc«»+r»9"+4r* 

V 



_ (— ly " jl"^ I . t > e « + 1, « e> «, < > « a— I, t— ««uti»; («48; 

^ rit«-*-*->)»-S (— 1)" 1^"^^ j***'] • '>'^ «+ 1 . 2 <>«~2«— l,t— «fttetioimBirc ; (24-4) 

— r«(*-'-ï'»->jif^(— ^ j c*»?J,t==2a + l,»<J;a + 2,t — «entier; (24«' 

— r i (— 1)" ( ^ ^ ) .«=2«+l.»<4a + 8,l— • ftaetÎQnnairo ; . (i47) 

où dans tot iot^ales (243) à (247) ert ki plus grand nombre crilier 
contenu dans | (Sa + l~s+l). 

Lorsqu'on compare ces fonmiloa avec les intégrales précédemment déduites 
(208) à (2Î"), on voit en premier lien, quo l'intégrale non numérotée ici 
(qui est placée entre les formules (242j ei (213)) est identique avec la 
fornmlc (208): encore voit-on que la l'onclion sous le signe d'intégration est 
la mémo, de sorte que les formules (208) à (213) conjointement avec ce» 
dernières (^'~7) à (247) nons fournissent dix-sept valeurs distinctes pour autant 
de suppositions diUérentes à l'égnni de la dépendance mutuelle des constantes 
1, 5 et a, tout comme il a été annoncé anlériftiitmrnf. 

Dans toutes les intégrales (185) ù (247) a doit être entiei;, tandis que 
p, q, s et I sont absolument arbitraii'osj en tant qu'ils ne sont liés chaque fois 
par des conditions spéciales: la valeur numérique de r au contraire est 
assiyettie à la condition de rester toujours moindre que l'unité, puisque dans 
le cas contraire les formules (aa) ne vaudraient plus; mais par conséquence i- 
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peut (i«> venir négatif, el dans ce cas-tà le dénomiaaleur acquiert la forme cor- 

rcspoaUanle 

1 + 'irCos. sx+r* 

avec la même équatiun «io condilioo que r* doit rester au dessous de i uialé. 
Gela nous offre une occasion convenable, de prendre la somme ou la différence 
de deux intégrales semblaUea, qui ne diffèrent que par leurs dénominateurs 

respectifs, el d'en acquérir ainsi des nouve lles, qui ne contiennent plus des 
sommations A lïgard Af a ou de d dans leurs valeurs correspondantes. 
18. Car lorsqu'on a évalu<> une intégrale de la forme 



1\t dj- 



on a de môme encore: 



r. 



:|:ï;às:;^.-/("r).(^><i); 



el par coD&équcnce 



0 0 0 

Si Ton considère qu^en général on a 

1 1 Er . 1 _^ l 2fn 



m — r m + r m* — r* m — r i« + r «* — 

r *— r imr r —r 2 r' 

1 r et + 



m—r m + *' «» — »•• m—r m — r m* — r' 

les intégrales (183), (184), (185), (187), (188) nous fournissent les suivantes: 



. 1*48) 
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Les iotégrales non numérotées là, ainsi que l'intégralo (t8G), auraient con- 
duit aux mêmes résultats: les deux valeurs de 1 intégrale (248) nous montre 
qu'ici la distinction entre la parité et rtm|)ai-ité de a s'évanouit. De même 
manière les intégnles (189) et (190), tout comme le» autres (19i) et (192), 
les intégrales (195)» (194) â (109), tout cemme les autres (200)0(305), les 
Intégrales ('200) et (207), (208) à (215), tout comme les formules (214) A (319), 
les intégrales enfin (3S0), (321) nous fourniront: 

I ^ - rt+e-î "^efî+e-fî, r == '-^ > . (25!Ji 

h 



Sin.**x.SUi.pz,Cot.iz xdx 



n , 2»>4o<*,l ,^ , 

« (-l)-S-*^*: (e-M-tf?)-- î'-; ^7 . 255) 

-l(rt-r-*;«»(e-«-«Pî) ^r- - + et2p>«>4a, .(256) 

1— *• ev—r* oa8j»<*<4«î/ 



«9» 



_(_,j.8-i.-»-^(^_,^)j^<p,+r-w)-£_ _j] ,p=,_»«î . (258) 

26 

WM' CK KATIXM. VIU. MU K09)iraL AXAWWE, QCU V. 
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[ 



f 



„ ^, .;>^«-2fl— lî 



0 • i « 



— 2-*«- a [(**-*-«)»-+> i*^-*''^t^-i - ij,/»-»- 4a-li.jl«â; 

Ici les ca6 au|iaraTant dratînct* (oinbenl pour la plu|>art enseadkie: aimti 
rinlégrale (253) est devonae la vateur commune do deux intégrales, comme les 
intégrales (255), (236), (259) et (2G0) même de trois autres. Us résullalH 

sont devenus h'mt s'nTplos, on co (|u'ils ne contiennent plus tie «somnialions. 
L'on pounail preiidro parloul ici r pour r^, prce que sous le signe d'intégra- 
tion r ne se trouve que d'une puissance paire et cela est devenu le cas de 
mdrae dans les valenrs oorrespondanles. {misque la valeur numérique de 
r doit rester moindre que Tunité, serait lui-même assujetti i la même cou* 
dition, et ne saurait devenir négatif. 

Mais tout comme ati pmnîr.iphe iô, l'on pourrait très-bien évaluer toutes 
les intt'grales (185) a (202) pour le cas où r' devrait toujours surpoiiser ruuilé. 

Un n'aurait qu'à prendre ^ au lieu de r, dont s'enniivrait une même forme ponr 

les fonrlions «eus le signe d'intégration, puisque 

1 1 

l±%r Co».êX 4- r' = 1 ^ ^. Cot.ix-^ ^.^ = (1 ± 2 r Cot.ax + r ') , 

et que c'est seulement dans ce dénominateur que r entre dans la fonction en 
quesUm. Les valeurs aussi cliangeraient peu elles mômes, parce que les puis- 
sances de r deviendraient négatives et que les dénominateurs i ztr* eie^'— r 

seraient remplacés par les nouveaux ^ {f'* ^^tif"'^"-^)* 
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f 0. L.1 supposition suivante nom donne encore une application iin)iorUnlo 
des foromles (P) à (Y): 

« r" y 

*, («) mm é^C^O0$.(tSm.iSt) 1= ^ , , C<M.fl*X J 

f , (a) s «^Omj« Si». (rSm,9») "S^. Sm.n$x\ 

Lorsi|u'on les compare uvec les formules (a) du paragraphe premier, on 
trouve que 

A, — l , A. — j^y, , B» — — , . 0 « oo . 

Peur les sommations correspondantes on a toujours auprès de cette application : 

I I il*' I t»/' 0 1^' \ , . 

-îi:A.«-»'««-5B,,*-»'«-.-£^— 7^==— 1— re-'î-i-i^ — -i-«ir«-^_l_„-^) 
« 9 i 0 1"^'' ' 

Et ce sont les seules sommations qui se présentent, outre celles qui dépen- 
denl tJe a et qui par conséquence sont entièrement indépendantes de la for- 
me des fonctions «p, {x) ol {x). 

Afin d'èlrc plus courts nous employeroiis tout de .suite les résultats des 
fonnules (ae), lorsqu'on substitue les suppositions {ad) dans les thoorènics 
([énérauz (P) à (S). De telle sorte nous sommes conduits aux résultats, qui 
suivent: 

, ^ l W + 

+ + 1)] . •>«a; (263) 

+ (ft+ r^)«»+i(««-^_l)] , *>« «+ 1; (164) 

^ J +* 

(6* 
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(m) 



T©ot de même il vient par l'intermédiaire des théorèmes (T)à(V); 

où d est le plue grand nombre entier contenu dane Ka-^p). 

+ (•-w-*vj(.^«-"-l)].|,>»M>4«; (m) 
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r»" « Co$. (rSm,êtA — — 



— 2 (— 1)* j + («« — «r9)*o {e-P9 — «P9) — 1) J 

+ (ff — + (r-« — éP9) i (^«^ — l — r«-(H-««v| J 

« (_l)«g-*«-»«I(«»_r-«)ïo (2r-M^(e-i«j_tf.îj(<f.-^^l)\ ^ — »— Ë«, 

2p<»<4a, 

<<-i /2a\ , * I2a\ , p entier; 

+ r-aiCfii-*')» i (—1)- [ ^ j <r^-«lft^)f ^(-l)- J «*^] .... («76) 



p fractionnaire; 
. . (274; 



*|>>*>4a: 
<M8) 



-s {— !)• »-*^*r(»»— •-«)«• (a r-n 4- (r-w— #t) (^"^ _ i)\ 4. , p = * — 2 a, 

■■ ' 2p<«<4o, 

^ /2a\ /2a\ . ofraotionnaire; 

+ r- S«<»«^)»^(— — 2»{P-««)9^(— 1)" I ^ j «*w]: . . . . (a77j 

Ici d est 1« plus grand nombre entier contenu dans (a— ip). 



«raM»^(râta.«») 



- (-l)«»-*^"«|ir{(l + r-#«){l-«-««)«--l) + 
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-rO-«C<».(r««.«) , p> 2« + 1, 

9 \ n j .p<2 a+ Ji 

if /2fl4.1\ *P<*| 

'2«4-l\ 2p<».pfr«c- 
-- 2 eî/'-»«-')ï ^ (~ l)» ^ ^ j ,3»» ^ _ ^ja<H-i (ifif 4. (^-^ ijj tionnaire;.,28£) 

— {— î-«»-«ir [ir {(1 4. e-«»'9)(l — «-»î)8i+i — 1) + \ 



2p<.<4«+«. 



Dlins ces formules d est le plus grand nombre entier contenu dans ^ (2« + i — f )• 

— (— 1)^» »-M « [î r {(l — *-4M) (1 _ g-«|)*t+l_ 1) 4. \ 
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L^on pourrait encore déduire de ces diver» résultai» par leur addition ot 
leur souslraclion les intégrales suirantes: 



[ 



inais nous passerons outre, parce qu'elles ne donnent pas lieu à des résultats 

aussi iiilêressants qu'on paragraphe 17. 

Lorsqu'au contraire on prend on considération que ces fbrmules (2G5) à {'iST) 
vateni pour toutes les valeurs possibles de r, puisqu'il o'est assujetti qu'aux 
limites Hnllm positif et négatif, il s'enstnt qne i*oa peut rendre r négatif; 
cette supposition changera le facteur sous le signe d'intégration en 

g~rcct.t. .-, piéspiit l'on peut combiner les intégrales correspondantes par 
voie (l'iuldiii ui cl de soustraction, où il peut arriver que les sommations s'an- 
nulent, qui (leftenJent de a ou de d; et ce sout seulement les résultats de ce 
genre lù, que l'on transcrira ici: 



utCMM _ r-rCM Coi. trSk. w) - f ""^"^ 



/ 



(erCfl» MT _. g-T o>$jx\ Sin. (r Sin. « g) * 

, ^ n xSin.^''-^^ xdx 

— (— l)^»»-«^»»r(«9 — ff-<)8a+l(«r«-**— r^"'») , f>2a+l; . . (280) 
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Cot.'x. Cos.pxdw 



S T ' 



Cos." X. Sia. p icdg 



9* + »» 



r. 
f 



«*(-l)«--l8-Mi»[(<fr-r^)«*l-ï(rt+,-«X««"^-r-'«"^-2r]et 27<' <4a + 2i j.(8M) 

ou2f<»<4a^-2;) 

Daos la déduclioa de ces inlégiales, on s'est aperçu que plusieurs fois les 
valeurs dans deux ou trois cas spéciaux, qui auparavant étaient distincles, 
ooincident ici, de sorte qœ les valeurs correspondantes deviennent les mêmes 

pour H'niities rélations mutuelles entre les éléments s, p et a. Dans ces inté- 
grales (288) à (299) on a dû prendre Ips conditions, qui étaient communes 
à ces valeurs coïncidentes, et ne pas admettre naturellement les autres con- 
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4itioiu, qui n'étaient vabbles que pour chaque cas à par(. Encere U fkut 

remarquer que rinlégrale (288) reçoit la même valeur ici, soit pour a pair, 
soit pour a impair, de sorte que cette distinction s'anouUe auprès de cotte 
iotégrale, mais aussi auprès d'elle seulement. 

Le bcteur ^-t»»*»— <r*^«^ qui se présente partout ici sous le signe d*jii- 
tégralien, n'est rien d'autre que la sinus hyperbolique, que Gudermann a in- 
troduite dans l'Analyse, et qui est représentée d'ordinaire par le signe 5m A p.; 
de sorte que le facteur mentionné deviendrait ici Sinhp. {rCos.sx). 

Dans toutes les formules de ce paragraphe la valeur de r est enticremoni 
arbitraire. 

SO. On ponmit encore acquérir des intégrales, qui correspondent au groupe 
précédent, lorsqu'on ûiit nsage des suppontions: 

,ç , (z)=(«'-'S«-«»4.«-rS«^)Co«.(rCMJ*)^2^ -— (— 1)" Co».intj 

0 1*"'' 

Ces formes donnent par la comparaison avec la formule (a) du paragraphe 
second les rélations respectives: 

,Ao — 8, ,A| mm 0, ,A*i_i — 0» . ,Ai, = *"j;5ï(— lj*î I 

,A, - 0,,A| - 2r,jA*_i » _ î ^^-^i (_ !)• , , Aj, - 0; 

,B, = 2r„Bs.„i = -2^^— ^(—1)", ,Ba, =. 0; 

tandis que Ton verra aisément n'avoir besoin que des sommations correspon- 
pondantes 

mm ft{ÛM.{rr-«v)— 1}) 
«7 

«»• m MTOBBa. VSU. MB KMIMIL. MABUII, MU. T. 
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1 I I ^ïli^l/l ' 



■ « 1 IM-I/I* ' 

sauf les iiulres soinnintions Halurclicment, qui dépendent de a seulement et 
qui sont par coiis. queiice tout-à-fait iiid/ppndantes de la forme des fonctions 
^, ou ç,. Eu egaid à loules les observations précédentes on tire on premier 
lieo des théorèmes <P) à (S) : 

+ 

- f t f („ + 1 )«-<'^»>'+(*+*^J*H-.{â*f«-^,l} > 2a+ 1 i.(«Ol} 

» î'+*» * ' ^ ' . («08J 
= (-l)*«-^«E»-{(l-«-*')*"-l}+(««-r^)^{-Siik(pf--»^_r*-.»}] = 
— — e-9)»« 5». (r r] , t 2a: (304) 



= (— 1 îr(«-y — C-f)î" {CW(rir-*î)— 1} . ,>2a; (305) 
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/"* „ ^ xSin.^^ xdx 
I {fSu>-*' + r-rSm.»s\CoiJrCoi.tx) — — ; — 

«^(— l)«^»«-«^<i4r-(«»f»)f|(l-*(««+iJi^l>-«--«*)fc+i--«X(~l)^^^^ 

+ r^jlM-l {C«i. (r*-*») — l}J,«>&a + l;. (807) 

+ 0 + («f— r-s}^i|^r*«-«v+Gtt.(fr^j— 1|] , « •» Sa + l; (808) 

• (— l)«-i£-«"->jr[0+r{(l— *->i)*H-i^l) f-v)>'+i{^rr'«t}— f«-«i)} 

— (— l)°->2-S'-«ii[—r + (eî — «-?)»««+' 5«n.{r<r— 9)] — aa + l;..., (310) 

Par les mêmes siibsliUitiMis les théorèmes (T) à (Y) nous fournissent: 

os. , a , ^ .Cca.''x.Cot.pxdx 

{tFS^^tr*a»^Ctê.(rOM.ix)' ^ — 

— S-*-» ^(•»+«-<)« [î r^^ + («M + r-«) {CMi.(r «— »)— l) ] , > * a; . (811) 

+ («l + «-l)«(*» + rl«J{(!bfciri-**)-l}] . p<«,£p^*; (818) 

où (/ est le plus grand nombre entier contenu dans | {a — p). 



Cet." X. Cos. pxdx 



pxax 



— 2-«->-(«î4-#-«)'»[0 + («w + r-P»)-Sm.(r«-'9)] . p^a^sy-ia,/ .... (aJ3) 

^ 8--»-i ?[0 + + V(#«+«-^5&i.(rr-^] , p<«,2pj 
I («râm.n_«-r^^)(;o,,(r(2M.«s) 



Co$.*x.Sin.pxdx 



— £-«-l-(«î -{-«-«)• («M—r-Pî)&n.(r<-«?) , p<*— o; (814) 

£7* 
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« £-<i-i + g-*)-(r-w_<«; {C!îft(rr-»i) ~ M . p < # - a; 

«(_l).a-^--l„(,»_r-»)»-[i#nw+(r-f^-^{ÛM.(«-^)-l)J4,>^B^>^ 

» (_ l)a 2-2«-l „ [jj g-p, _ ^Ji, _ 8^^),^^' ij. **\ g-U^ _ , p<-2a, 

/2a\ -Pentier; 

— je*»» + #»)(6^ox.(rf-*9)-l}] . (317) 

^ pfilotioDnBire; 

— (- 1)« »r [o H- (<ï— •-«)«• ja «-« + (r-M — r» + 

+ C<>#.(r«-H}— ijjj , p«._jla,2p>,>4ai . . . (819) 

« (— |)«»-t^i«[ar^*(<»-«--t)>^8<{i«--|.)»X(— 

il est ici le plus grand nombre entier contenu dans {a— -jp). 

«" (— « [0 + («-P9 — «Pï) Sin. (r tf-*7) ] , ;j > 2 a, « > 4 a ; l 



I 
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+ (^—g-tjte (Il + (r-M— (r«-») _,r-«J)][ 

. (^l)«8-^i,[0-r{(l-r-*«)(l— + l 

' 9* + *' 

(-1)" 2-»»-i » [» {(1 + e-2w) (1 — «-a«)«a — ] ) + 

+ («« — + {Sm,(r#-»f)_rr-««}j( .(885) 

y* + X* 

^ (— l)«-»2-««->«(^_e-î)2a(,pç^,-„,|Ca..{r«-9;_l},p<,_ga. . («M) 

_ /2a+l\ 2p<5,pfrac- 
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+ C<»,(r «-*»)— , p-t~8a^l,«j»>t>4« + «i (Ml) 

— (—!)•-« %-^*n J2r-M («» — «-«)*H-» _ g rfi-M-i-P)/^ (_ i)« ^ j ^s., _ 

— a<0'-•i^-ll»^(— 1). ° + ^ j «8«î + 0 -f («ï -_ e-9)««+i («pv^-e-pv} ( J r' -i- 
+ ODf.(r«-«; — 1)J , 2a— l,«|><*<éa + ï,j>eiitier; (8Ï«) 

+ Û«.(f*-^) — l)] ,;» — » — «fl — l,8p<t<4«+2,pfiiclioiiiiai»;. . (S3S) 
dans ces intégrales d est le plus grand nombre entier contenu dans î (2fl + 1 — p). 

_ ( _l)«-l£^-t„(^_^)l«+l [0+ («w + «-W)5m.(rs-»)] ' î> 4a + 5>! S • (334) 

^ 'J p arbitnivo; / 

_ (_ 8- M ir {(i + r-^) (I — c-ir]»H-i - 1} + ^ 

p aiMtnin; ' 



105 



( _ 1 ja-i a-So-ï „ £o — («» — e-9)»«+ ' («P. — e-P^) { i r» e-»'î + 

+ Û«.(r#-»»)— 1}] , p = « — 2a- 1; . . (.33y) 

On a ici partout r*<ao, do sorte que r est absolument arbitraire. Ainsi 
auprès de ces intonmlcs le cas se présente souvent que la différence s'évanouit 
tiotrc les valcuii» qui é&istcnt pour les diUérenles relations mutuelles entre 
les éléments p^s et a: on ne garde dans ees css que les conditions qui élaienl 
coiDinnnes aux difers cas coincidents. Ensuite la formule (303) nous indique 
qu'ici encore il n'y a plus lieu de distinguer entre un a pair et un a impair; 
mais c"est aussi la st'ule formule qui jouit de celle généralil»'. Ici toul comme 
au parafai aplic précédent, le facteuT e'^-^ — g-rSi^w ^inhp. {rSin.sx). 

21. Supposons encore 

{ l-^rCo$.iX} o\n/ 

En comparant ces sommalions à celles qui se présentent dans les équations 
générales (a), on en ooncint qu'il fsnt prendre 

fin outre il se présente seulement les soomiatlons suivantes dans Tappli- 
cation des fommlet précédentes: 
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' t 1 

Des tliéorénies (P) A (S) on déduit en ooneeouence: 

/« 

"•^'î l(a )+ ^(i.+a)'-*''+('*+'^-')*n(l+-«-'')*-l}].-^2a; . (340) 

nf " i 2a4- 1 \ 

..>2a; (S4i) 

_ (-l)-a-»->«[6r{(l-e-*9)«-~l)+(^_e-,)««((l^^^,p_l_^^,^j 

- (-l)-a-*-In[-fcr + {««-_^)»a((i^^,_,.^i_l,j ] ^^^^ 

+ (*-r-«)*H.l{(l + re-9')*-l{J..>3ja+l; . . (344) 
+ frr {(1 e-M)a»+i ~ 1} + (tfî_,-,)2a+i {(I ^ ^e-w)i - 1 - 

_6r + (eî_c-î)«a+' ((l+r«-«^* — l)J,,«.£«+ij (345) 

et tout de même des théorèmes (T) i (Y): 
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(l + irCM.»«+r>)l*CM.»il««liiV.-- - ^ - = 

l l-J-rCo*.*») 

w f ^ la\ '' /a\ 

9 • V»/ •h/ 

+ (•»+«-»)-(*«+«-«)l{(l + r»-î')A- \)\ , p<a, 2p£$; (347) 

OÙ d est le plus grand nombre entier contenu dans i (a-^p). 

« 

« (— 1 )« 2-*«- ' n J«-«(«î— r-9)««— «(S-^/Oî V (— IJ-^^J* - «/^^^ 

4. («î-«-9)«<'(r-M-«M)l{(l + r«-»«)A- I}] , p< ia, ;,enliet; (350) 

— 1/ 4-*»^' «[«-w(*»-.r-»)*"-.i««^J» i (-1)- ^^J" j«-»i»-.if^i»î» J (- 1)-^*^" j*»»'/-!- 
+ («f _r-*)i«(t-M-. î {(\ + . ]> < C«, 8f> <«,p ftietionmiiej . . (851) 

— (- IJ" î-»»-> 1» £— lir {(l — «-Vï)(l — d-»î)«» — 1) + 

+ (lf_r-9)««|«-W + («-W-.«W)ifri -f-r«-^)4 — l-fcr«-9']|].p=.,_2a. 
. (— l)<'2-«<^ff [&r + («? — e-î)S»((r-W + e^'ï) + (rfî_4Pj)(l^r*-««)*)] (S52J 

«s 

«n> EH lunsiB. nw. Eta nimm,. aiammii, uni. V, 
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Ici d est le pliis grand nombre entier ooolenu dans («-^î|»). 

« (-!)"»-««-», |i6r((i + #-iM)(l_*-»»)t._l) + 

+ («y — (eW + e-W) - ((1 -t- re-**)*- — 1 _àr«-»«}J 
= (-1 1- 2-*t-»it[-4r+(*I^<-f)«»{*f+r^^){(l+r«-wJfc_ I)] .($56) 

- {^1 )'^'«-*^ai»(«»-*-«)t«+i [(r>M_di|)4.(^^r-M)(l ■ (857) 

<' /2a4-l\ 1 p entier' 
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rSm^x ^ xSin.^+*x.Cot.pxdx 



+ 

(— l)"-» 2-««^-5»r [itr {(1 + e-2w) (1 — «-87)»''+' — I } + 

+ («« — «-î)Sa+i (r-Pv -(- (eW + e-n) 1 [(1 + rc-?»}' — 1 — 6r«-.']} ] 

(360) 

I*' /2a-l-l\ /'«-I-IX 

— 4r-£efï«+l-p]9^(— IjW ^ 2^J»-««- j»r J^î*,^ 

Ici d csl le plus grand nombre entier conlenu dans i {'2 a + \ — p). 

. - y, . f. . rSin.êx j x x .Sï»i.B«t/jr 

(i+.ra....+^,..&.{w.-..,.^-^^^.^-} — - - 

+ — (<«—.«-«) ^ {(1 + r«-««»* — 1 — *r #-»»} J 

l)''->2-s«-37r[— ir+(ei-«-9)»«+'(eW— e-r.j ((1 +r«-9')t_l) ] '^"""^^j^Jj 

Lorsqu'à présent on compre les intégrales (346), ^^'cc ki formule (348), 
les intégrales (349), (350), (351) avec la formule (."55), les intégrales (332), 
(353), (354) avec h fomole (356), les intégrales (3û7), (358), (359) aree la 
fommle (S63), et les intégrales (360), (561), (363) avec la forinule (364), ii est 
évident, que les fonctions soas le signe (Pinlégration ne diffèrent que dans les 
deux facteurs, qui sont respectivement une Sinus ou une Cosinui des deux formes: 

_ - rSiti.sx 

bÂHkm^ tipa . 

1 + r Coi. tx 

IjS combinaUon de ces. intégrales correspoudantes par veie d'addition et de 

«8* 
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isoiislraction en produil de nouvelles, qui auront rwpeettvenent sous le signe 
d*int^Fali4Ni la Simu ou la Connnu de celle autre fonne: 

r Situ s s 

px ± o Arctang. " «> . 

*^ * 1+rCoi.BX ^ 

Mais celle-ci peul être nkluilc de la manière suivante. Prenons />, i|ni esl 
•oiil-:i-fail arbitraire, égal à bt, on t reste arbitraire de même; d*' l<'lle ma- 
nière nous pourrons représenter la somme mentionnée par un Ai clantj. : an- 

rSÙLts I «. » rSin.sx \ 



{TaaQ.im ± : , J 

INiisque ( esl arbitraire, nous rendrons celle forme encore plus sjrmttiélri- 
que, en posant u^{s au lieu de t, car alors I ± s acquiert la valeur u-^{s 
et tt reste tout aussi arbitraire^ que rétaient anpanvnnt / et p. Ainsi la va- 
leur de f devient: 

Lorsqu'encore on développe les «Sîmmis et les ûwhmis, tant dans le numé* 
râleur que dans le dénominateur de cette firaclioo, et que Ton réunit les ter- 
ineSy qui sont bomogènes à Tégard de l'élément on obtient par la division 
commune avec Oa. C(»,\tx, une autre valeur de 9: 

Quelle valeur de l'arc que l'on veuille choisir, il sera toujours aisu d'ob- 
iiMtir à l'aide des intégrales mentionnées les valeurs des intégrales suivantes: 



^ , ^ »iSïii.*"+' 
(1 + 2rC«fci«+r»)»*CM.» — — — . 
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Encore il faut observer, qu'il est permis de prendre b négatif. Dans ce 
caft-U le facteur (1 +2rClp0.«X'f>r*)i^ sous le signe d'inlégralion se ihange 

4}n (1 + 9r Coê. i» + rf^: laodis que h Coran» de Parc b An^ang, i^rCot.ts * 

qui devient n^tif en oonséquent, ne chai^ pes de valeur et qoe b Sinus 
d« même erc devient négative. En prenant dans le premier cas, où les inl«*- 

{jralcs contienru nt une Cosinus de l'arc mpriiionn»-, h différence des deux 
intégrales concspomlunlcs à 6 et — b respeclivernoiit, Uindis qu'il en faut prendre 
la somme, quand c'est la Sinus de cet arc, qui entre sous le signe d'inté- 
gration, — aler» dans la valeur des nouvelles intégrales toutes les «ommations 
s'atiMullcnt, parce qu'elles ne dépendent que de la quantité cW-à-dirc eu 
(loriii»ire analyse de rélémcnt a, cl qu'ainsi elles sont pnrfaileruenl indépen- 
ilanlos d(î b. LNon-.seulen)ent alors les expressions deviennent plus simples, 
mais encore il se pré^^nie ici le phénomène déjà observé antérieurement, que 
les divers cas spécuux, qui auparavant étaient A distinguer entre eux, vien- 
nent à coïncider. 
Sous le signe d*intégration on obtiendra le lactear: 

( I + ir Cos. a« + r*)4* ^ (1 + 3r Cm. sx + au lien de {1 Sr C!iw.s« + r*)^', 

et dans la valeur de rinlégralc la fuiiction 

(1 + re-v')' — (I -f re-9')-* au lieu de (1 + rc- — 1. 

De plus on a partout ici la condilion, que la voleur numérique de r doit 
rester au dessous de l'unité. On pourrait changer celle condition dans l'autre, 
que t* reste toujours plus grande que l'unité, par la supposition de r égal » 

\: mais alors les fonctions sous le signe d'inlégration chanjïcraiejit de foiiiio. 

22. EnOn les résultais ne nKHXfuoront pas d'importance, que l'on acquiert 
en supposant dans les formules générales (P) à (Y): 

f , («) • 1(1 + tr ÛM.««+r>) — —il CM^nssi 

En premier lieu snbstitnons 9, («) dans les théorèmes (P), (0), (S), (T), (V) 
et (X), cl nous aurons ici A, — 0, A, « — 2 ; donc puisque 
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i 1 « » I ( , V 

X K„t-'"i' = — a |r«-?» -j- 2: ^ — i-j — — 2 {rr-»* — ^ (1 + r*-V)} \ 

l«<i> llicorèmes mentionnés nous donnent: 

I /Cl+BrC*.» + r«) - - «-*i-(*r+*-«)».I(l+r*-*i),,>aaiJ 

J;, 7 +* 9 "* ) 

= a-^» « + (rf — t (1 + r »-*•)] , f «- 2« + 1 ; . ... (86T) 

/ * „ . Cos." X. r<W. p x dx \ 

j <(l + 2rCv.., + r*) 1 



^ . , *iSin.^«x.5;7^.n.rda• 
" ( . (369) 
-= ( — 1)« « («» — *-»)*» — «Pî) i ( t + r e-î») , ;) > 2 «. # > 4 a; j 

= (— l)''2-*"-'«((r?-e"ï}2'^(e-W— *»»)/(l-|-re-^>) ,;)<?.a,2/><^parbit^aire^ J 
= (— l n[—r {(l - (1 — r-^^y" - 1 ) + ^ 

«(-l)«2-2--«4r4.(e7-e-"»)î«(«-/'î-«;'»)?fî+«-««)]'jJ^-^^ 

^ i(l + 8rC«.«4'r«) - 
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/(l+2rûtt.«4>-|-«-*) ^ T — ~ — \ 

0 9 +^ I 

— (—!)•-' Z-*»-«n[r {(l +«-*Ptf)(l-.«-2îj2a* i -Ij I 
-.(— l)«-<i-s««-«7r[-r4.(«»-«-^ja''+i(rf>î+.«-Pî)i(l fy<-»*)}j) l 

p nrl)itraire ; 

D'aprè* te« ûquaUons (on) ces inléjjrales jouissent des valeur» trouvées 
autatil quo r reste entre les limites de Tunité négative et de rimité positive, 
<lf sûiio que r peut devenir négatif; dans ce cas le fiicteur logarithmique 

/ (I -f 2rCos. -fj -t-r ) sous le signe d'intégration devient ici /(!— 2 rCo». 

Si l'on prend la sumiiK de deux intégrales correspondantes^ on trouve sous Ir 

signe d'iiilégration le facteur: 

de sorte que l'intégi-ale uinsi déduite ne diffère de lu précédente qiren ce qu un .i 
et Ss au lion de r et de s, et ne donne rien de nouveau. Au contraire la dilli- 
rence des deux intégrales nous fonrnit de nouveaux résultâtes et Pon anra ainsi : 
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Duns celle réduclion de nouveau, il y a i^liineurs des CM S|idciaiix, qui 
coiiH iilniit et dont la diiïércnce disparait: mais cela a lieu ici d'une autre 
manici e «jiraiiparavant. De plus les intégrales (365) et (373) valent tant pour des 
a i^irs que pour des a impairs. Pai tout ici b valeur numérique de r doit res- 
ter un dessous éù l'uDllé, mais on peut aiflémenl dMuire les faleurs de ces 
înldgrales pour le cas Gonlraire, oâ r* soil plus grand que l'unilé: on posera 

pour cela f = Les Foniinles (075) ù (580) donneront immédnttnmenl les 

vult'urs requises, sans que la forme de la lonclion intégrée cliange aucune- 
ment. Il n*en est pas ainsi des intégrales précédentes; mais puisque 



m n'aura qu*i ssuatraire de leurs valeurs respeclîres le produit de 3 Ir par 

lii valeur des inlégi-ales (21), (22), (pour a + l au lieu de m) (154), (25) et 
(24), (157) à (159) et (160) à (1G2) pour acquérir des intégrales de forme 

identique aux intégrales (ÔG5) a (372). 

25. Il nous reste encore à introduire la supposition <n{x) des équations (an) 

dans les théorèmes (R),(ll),( W) et (ï). AlorsB»de»ient— — -^,el par conséquent: 



\ 1 I n 

Jb.»-^ =- ^r«-f« + iS'Bj.r-^ — i(l +r •-••)— .... 
t t 



A Taidc de ces deux réductions les formules mentionnées nous donnent: 
— . (— !)■ n [î«» - (l + r — r] (i8«) 
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Antmg. 



/ 



•« 2-" «(•»-.«-•)•»{#» + •-«) 4(1 + r#-*»J — Eaf. , . . (m) 

«(-lj««-^«ir[r{(l+r^(l— r^)««— l)+(«f-«-«)*^#»4^r^{i(l+ 

— (_iy«a-fcMi » ||(gi_«^)S«(4Ff + 0^1(1 + f — r] , p f a; (Shs:- 

• rSitum mSmM*-^ w. Sin.p9 4» 

= {_ 1)0-1 2-8a— s _ f-fl j2aM («p? _ tr-p?) i (1 -}- rr"^) ,p<f— 2a— 1; . . (3bG) 
=(_ 2-»a-3„Jr{(l— <j-2p?)(l- e-»»;^'<^+'—l)+(rt—^-V)»o+l(tf^__^-M)|Z(l^.r«—?*J—rt— = 

— (— l)^'a-««-8ii[(«<r-«-«)2«H-i(«w— «-M)i(l^.rr-9«)— .fj — ,_8a — 1; . (887) 

Quoique dans ces formules il n'y a phis de sommations, on peut pourlant, 
tout comme au iiuujéro précédent, combiner ces intégrales par voie d'adJition 
et de soustraction avec les intégrales correspondantes, que Ton obtient en len- 
danl r né|{atîf: ce qui est permis, puisque r est compris eolre^l et^ i. 
De telle sorte on obtiendra des rteiritats très-aiinplesy loraqu*on se sert des 
trontfcHnn&lioiis soifantes: 

rS(n.tm — r5ùt.»x \ 
( rSin.$x \ ( —rSin.sx \ l+rCo$.»Jr'^ l^rCoiMt , ^ ~r^Sin.2sr 



1— r»Co*.2»*j 

r Sin. SX — r Sin. s x 



/ rSin.ix \ { —rSin.ss \ l^rCos.tx l—rdu^gX . ^ trSin.s 



i+- 

l-^rCot.ix 1 — rCos.sx 

On pourra appliquer la seconde de ces formules à loules les mtùgriiles (381) 
à (387), mais l'application de la première auprès des intégrales (381), (583), 
(384), (386) ne nous fournira rien de nouveau, tandis qu*au contraire son 
usage ai^krès des intégrales (383), (385) et (387) nous donnera bien des nou- 
veaux rÀultata, où l'on peut prmdre t an Ueu de 3«. Alors il vient: 

0 ï T 
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^ l^r*Ooê.$ie J* + «" 

- (-1)-» 2 -M» - «-fl)i«(*J + «-M)i a - r» #-».) , p - ^ , _ 2 a; . (88&) 

« (_ 1 Ja „ _ ^ ^±I^_ j ,J ^ , _ 2 ai . (392) 

i"* , 2 rSiu.sx X Sin.^" i. Cos. pxd* 

^ ^ 9' + *» 

Dans toutes ces forrouJes la valeur numérique de r est asBujetlie à rester 

«uHiesBous de Punité. Lonqa'on prend i eu lieu de r, h valeur numérique de 

r» reste tOHjours au-dessus de runîté: dans ce cas les quatre dernières inté- 
îïrales (391) à (397) ne changent pas quant t la fonction sous le signe d'in- 
tégrntion. cp qui :iriive bien auprès des trois premières (388) & (390). 

24. ioulcs les intégrales fléduitps ici sont nouvelles, autant que je sache, 
et elles sont des exemples frappauls de rinfluence qu'une valoiir spéciale d'une 
consUnte sous le signe d'intégration peut avoir sur la valeur de Tintégralf 
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dle-méme; elles montrent d'ailleurs comment cette influwoe peut être diffé- 
rente auprès d'intégrales, dont la forme a d'une autre part une grande analogie. 

EU< s démontrent donc la nécessité des cas spéciaux, que nous avons admis 
auprès des théorèmes dans la partie première et troisième: ces théorèmes eux- 
mêmes ne sont peuMtce pas sedenieiit nouveaux en ce qu'ils s'occupent en 
particulier de chaque cas spéeîaL 

Partout ici a désigne un nombre cntior, p, q, r, s, t, au contraire, désignent 
des quantités positives en général, mais tout-à-fait arbitraires, tant au moins 
qu'ils ne sont pas liés quelquefois entre eux par des équations de condition. 

Pannî les rteukats ebtauis y a SIO sans aucune aenuDaation^ et 187 qui 
centiennent une soaunatien, maw de telle nature qu'elle peut être très-aisé- 
ment évaluée pour chaque valeur spéciale de d ou de a. En eflet ce sont des 
!4ommations, qui coiisisteui d'un nombre de termes fini: seulement elles ne 
pouvaient être réduites à des formtes fermées. 
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CORHECTiONS 

M Mà 

NOTE 8QB UNE IIÉIHODE lOUB LA KÉDDCEION l^IKltiOBAUS UÉFimES 



SON APPUCAIION à aUELaUXS POXMULKS SFÉCIAJJiB. 
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